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线性系统分析的特殊函数响应法
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摘 要

从信号分解的观点来分析线性系统
，
则无论是时域分析法还是频域分析法均可

看成为某种特殊函数的响应方法
。

与脉冲函数响应法和阶跃函数响应法相比较
，

在

作者提出的门函数响应法中
，
由于输入函数分解得出的基本信号分量相互不存在时

间延迟
，
线性系统的零状态响应可表示为一般积分形式

，
从而简化了计算

。

目前线性系统分析所习用的时域求解方法是响应分解法
。

在响应分解法中
，

将系统对输入

量的总响应分为由于系统初始状态
，
亦即系统初始能量储存所引起的响应和由于输人量在系

统中所引起的响应两部份
，

即所谓零输人响应与零状态响应
。

这种响应分解方法的优点在于将

初始能量储存在系统中的响应与输人量引起的响应分开后
，
我们就可以针对输人激励来进行

分析研究其对系统的作用
。

不同输入量对系统作用所引起的响应仅零状态响应有所不同而已
’

根据上述响应分解原则
，
并利用线性定常系统具有的迭加性与时不变性

，
可将输入函数

看成为一系列特殊函数的迭加和
，
而用系统对此种特殊函数的响应作为系统的固有属性来描

述表征线性系统
，
并从而导出输人激励与零状态响应之间的关系式

。

这就是特殊函数响应法

的基本设想
。

作为特殊函数响应法中选用的特殊函数
，
在数学上要求公式运算方便

，
而在物

理性质上则要求其响应易于通过实验进行测定
。

有关文献提出的特殊函数大致有单位脉冲函

数
、

单位阶跃函数
、

单位门函数以及广义指数函数等
。

现将应用这些特殊函数求解线性系统

响应的方法分别简述于后
。

�一 �单位脉冲函数响应法

在单位脉冲函数响应法中
，
输人函数

����可以表示为一系列宽度为△�、 ‘

时间逐

渐延迟的窄脉冲之和
，
为图 �所示

。

图中�二
�△�时用阴影线表示的第 � 个

窄脉冲的高度为��
�△�� ，

脉冲的面积 �冲

量 �为� ��△��。 在△�一 。 的 极 限 情 况

下
，

此窄脉冲可以被视为强度为 ��” △��、

时间延迟
�△�的单位 脉 冲函 数 � ��△��

△����一�△��。
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设系统的单位脉冲函数响应为�

����一争 � ���

根据线性定常系统的时不变性
，
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，
即

第�个窄脉冲所引起的响应将是
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系统在�� �，瞬刻由于第�个窄脉冲的响应为

��� 厂
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系统在�“ �，瞬刻的总响应� ��
，
�将为各个窄脉冲响应之和

。

��� � 厂
， ‘ 、 、 �

� 戈 ‘ · ’ “ △卜 。 乙�
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�
” �‘
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对物理现实的输人激励和其脉冲响应来说
，
由于所有在�� ��之后的脉冲对�二 �， 瞬 刻的

系统响应将不起作用
，
故上面的和式将从�△�� �到�△�� ，，

范围内进行
。
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在极限情况下
， △�” � ，

离散和变成积分
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将积分变量�改为�，
则

� ��
，
� 二

丁� �下 ����
，
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丫 ��下

于是零状态线性系统在任何瞬刻的响应可表示为如下形式 〔 �〕

� ����

了� �丫 ����一
� ��下 二 � ���带���� � � �

这里应当指出
，
就是因为输人函数� ���被分解为一系列时间上逐渐延后的脉冲分量

，

所以系统的零状态响应亦成输人函数� ���与单位脉冲函数响应����之卷积积分
。

此即为

产生卷积积分关系之根本原因
。

�二 �单位阶跃函数响应法

在单位阶跃函数响应法 中
，

输 入 激 励

� ���可用一系列时间逐渐延后△�的阶跃函
数来逼近

，
如图 �所示

。

图中�� �△�时用阴影线表示的第 � 个阶

跃函数
，
其高度为△� ，

故可表示为如下形式
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设系统的单位阶跃函数响应为����
，
即

� ���
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根据线性定常系统的时不变性
，

第�个阶跃函数所引起的响应
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于是系统在�� �，瞬刻由于第�个阶跃函数的响应为
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系统在�� ��瞬刻的总响应� ��
，
�应是所有各阶跃函数响应之和 �参阅图 � �
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在极限情况下
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系统在任何瞬刻的零状态响应则表示为如下形式 〔 �〕 〔 � 〕

� 。 ��� � �� ������
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此处同样必须指出
，
输人信号� ���由于被分解为一系列时间上逐渐延后的阶跃分量

，

所以系统的零状态响应也必然成为输入函数� ���的导数与单位阶跃函数响应����的卷 积

积分
。

�三 �单位门函数响应法 〔 �〕 趣组
随着变流技术与计算机控制的迅速发

展
，
在系统分析时

，
经常会遇到一些由矩

形脉冲函数分量所组成的输人信号
。

为了

简化计算
，
作者于����年提出门函数响应

法
，
将单位门函数作为一种特殊函数用以

进行线性系统响应的分析
。

单 位 门 函 数

�� ���定义为一个矩 形 脉 冲函数
，

脉冲

的高度为 �
、

脉冲宽度 �持续时间�为�，

其图形如图 �所示
。

单位门函数�� ���可用数学式表示如

下
�

�
����

� 下 亡

图 �



�
， �����

�� ��� � �
� ， ���及���

当用单位阶跃函数� ���来表示时
，
单位门函数�� ���则可写成

�� ���二 � ���一
� ��一 � �

这里有两点必须予以说明
�
� � �在此法中

，
门函数的脉冲宽度�将作为连续时 间变 量

来处理
，
也就是说

，
单位门函数�

� ���实际上是一个幅值为 �，
宽度可以改变的矩形脉冲

。

�� �单位门函数�� ���是规定从�“ �瞬刻开始的一个矩形脉冲
。

在单位门函数响应法中
，
输人函数� ���可以被看成是一系列宽度�在变化的门函 数 的

代数和
，
如图 �所示

。

任取某一瞬刻 �，
。

函数�
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，
�表示为
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在此瞬刻

，
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而函数� ����则是高度为 文��
�
�

宽度为��的门函数及反函数� 一 ’
��

�
�

之差
，

可以表示为

� � ��
���，�二 ���，��抓�，�一 习

�二 �� � � �

�，

�芳�
�· �’ � ’ △� 图 �

设系统的单位门函数响应为�����即

�� ���
�

一� �� ���

根据线性系统的迭加性
，

系统在�“ ��瞬刻的总响应 ���
，
�应为各门函数响应之迭加和

，

���
� ����� � ��

，
�外 ��

�
�一

� 二 �� △�冲 。
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在极限情况下
， △�峥 。 ，

黑
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在上面的积分式中
， ��为固定参量

，
而门函数的宽度�则是时间变量

，
故系统 在 任 何瞬

，
�

�



刻的零状态响应可以写成

����� � ���户� ���一 � 产

�� �������� � � �
� � �

将上式与单位脉冲函数响应法和单位阶跃函数响应法的相应计算公式比较
，
可以看出

，

由于门函数定义从 �二 �瞬刻开始
，
输入函数� ���的各个门函数分量相互之间没有时间上的

延后关系
，
因此所得的积分计算公式避免了卷积积分运算

。

�四 �广义指数函数响应法

众所周知
，
在应用拉 普拉斯变换的频域分析中

，
任意有因函数����均存在着拉普拉 斯

变换对的关系
。

因此对于任意输入函数� ���来说
，
当然也可以写出如下变换关系

。

� � ， ‘ 、 � � �
入 气 � 少 一

一

天 几 �
乙兀��

�� ���� �� �
� ����

�一 ���

� �� ，�

丁
� ���� 一 ����

于是输入激励� ���可以看作是一系列频谱密度为� �� �的广义指数函数� “ ‘
沿着 �一 ���

到�十 ���的积分路线的连续和
。

如呆选用广义指数函数
�� ‘
作为响应法中的一种特特函数

，
那么只要先求出系统对�

’ 一

义指

数函数
。 ， ’
的响应

，
然后利用线性系统的迭加性即可写出系统对任意输入函数 � ��� 的零状响

应
。

广义指数函数具有非常奇特的性质
。

设系统的传递函数为� �� �
，
则系统对 广 义 指 数

函数
� “ ’
的响应为� �� �

�‘ ’ ，
也即

���一一�� �� ��
� ’

因此系统对输入函数� ���的零状态响应可以表示为 〔 �〕
� � ， ‘ 、 � � �
� 气 � ， 一 叹 � �

艺兀��

� �一 �

�� ���
� �� �� �� ��

�一 �为

〔� �� �� �� �〕
当� � �� �。 的实数部分�� �时

，
则� �

推理
，
可以得出

�� �

��而广义指数函数
�” 变为指数函数�沙 ’ 。

用相同的

� � ， ‘ 、 � � �
入 、 � ， 一 ‘ 一一 �

乙 兀 � �

� ��。 ����� �。

而 、 ��。 ��

�
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输人函数� ���可以看作是一系列频谱密度为� ��。 �的指数函数��“ ’
沿着。 轴从 一 ‘ 到

� 。 的积分路线的连续和
。

而系统对输人量
� ���的零状态响应相应可表示为

‘ � ， ‘ 、 � � �
� 叹 ‘ 少 ‘ �

石 一二 �
乙 �‘ �
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�
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综合上述分析

，
可以得出如下结论

�

� � �



� ��以信号分析的观点来研究问题
，

则无论是线性系统分析中的时域分析法
，
还是频

域分析法
，
均可看成为特殊函数响应法

，
只是其所选用的基本信号不同而已

。

就 其 实 质 而

言
，
各种响应法都可统一纳入时域分析法的范畴

。

�� �在单位脉冲函数响应法与单位阶跃函数响应法中
，

由于输人函数� ���分解得出

的基本信号分量相互之间存在时间延迟
，
因之根据线性定常系统的时不变性而求得的零状态

响应必然表示为卷积积分的形式
，
此项结论从图 �与图 �均可清楚得到说明

。

� � � 在单位门函数响应法与广义指数函数响应法中
，
由于输人函数� ���分解得出

的基本信号分量相互之间均不存在时间延迟关系
，
因之根据线性系统迭加性而得出的零状态

响应将表示为一般积分形式
。

这一点更进一步说明了作者在文献〔 �〕中所指出的单位门函数

响应法可将卷积积分转变为一般积分式的结论
。

�� � 在一些输人信号� ���可以明显地分解为门函数的组合情况下
，
利用门函数响

应法来求解系统的零状态响应只需考虑各门函数响应的迭加和
，
从而可以大大简化计算

。

�� � 如果采用频域分析相似的方法来研究
，
则单位门函数响应法将 任意 输 人 函数

� ���看成是一系列宽谱密度为 � 产
�� �� � �

���的门函数沿着�轴从 。 到�的积分路线的连

续和
。

付里叶变换与拉普拉斯变换将系统的输人量从时间域转换到频率域
，
而门函数响应法

则将系统的输入量从时间域转换到门宽域 �所谓门宽域
，
即�域

，
实质上可解 释为具有 另一

含义的时间域 �
。

因之就信号变换而言
，
这种从时域到门宽域的变换不妨称之为杜氏变换

。

若用符号丹表示杜氏变换
，
用符号犷

王
表示杜氏反变换于是可写出下面的杜氏变换对

，

�‘�，” � 〔� ‘ ，，，��
�
� �� �

� � �

一 � 产

�� �

� � ���

� ���� 吞
一� 〔� �� �〕 二 � ����� ���一� � 尹

�� ��� �����

� � �

杜氏变换指出
，
信号� ���的宽谱密度� �� �是由宽度为� � �，密度为� �� �二 � ���

以及宽度�由。 、 �， 密度相应为 一 � ‘
�� �二 一 � 尸

���的诸元素组成的集合
。

与频率特性及传递函数相似
，
单位门函数响应所 ���也可作为线性系 统的一 项固 有属

性
，
用来描述线性系统

。

与阶跃函数响应法中的类阿梅积分相对应
，
本文中门函数响应法的

计算公式 � � �亦不妨称为杜氏积分
。

最后还须指出
，
本文所列系统响应的各种表达式均系根据单输入单输出系统导出

，
只需

略加改变
，
即可扩展用于多输人多输出线性系统的响应计算

。
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