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平面机构动态分析法及�
�

�
�

�的研究

章 华 鑫

�机 械 工 程 系 �

摘 要

本文参照拓扑学网络理论
，
利用微分方程和达伦伯—拉格朗日原理

，
提出了对平面机

构运动分析和动力分析中数学模型的简化方法
。

该方法非常适用于微型计算机
，
并易于获得

计算结果
。

特别对多闭环复杂机构
，
其效果更为显著

。

一
、

前 言

现代机械的发展方向是高速重载和自动化
，
为了保证在高速条件下

，
自动机的各构件能

准确无误地完成各项配合运动
，
使机械系统具有优良的动态特性

，
必须研究机械系统在动态

条件下的运动精度和输出特性的优化
，
这就是机构动态分析的目的

。

应用经典的图解法
，
已

不可能完成上述繁重的任务
，
因此

，
现代机构动态分析必须建立在解析法的基础上

，
借助于

电子计算机作辅助分析 ��
�

�
�

� �气 才能顺利地完成上述任务
。

应用电子计算机解决机构动态分析问题
，
最关键的一步是建立数学模型

，
即将机构分析

中的问题
，
用数学方程式描述出来

。

但必须指出
，
由于算法语言中标准函数的限制

，
并不是

所有的数学方程都可以直接编成源程序的
� 此外

，
还必须注意数学模型的简化

，
数值计算方

法和计算误差的合理选择
，
才能保证问题正确有效地解决

。

二
、

机构动态位移分析

关于机构的位移分析法
，
世界各国学者已发表了大量著作

，
提出了多种分析法 ， 如果只

考虑它的通用解法而不计及其计算方法的表达形式
，
则上述多种解法可以归纳成座标变换法

和封闭矢量多边形法� 如果从计算方法的表达形式来看
，
则机构位移分析总是和非线性方程

紧密地联系在一起的
。

不论是采用座标变换法还是采用封闭矢量多边形法
，
机构位移分析的

错果
，
都可以用一组非线性方程式来表达

，
其表达式为

�

���中
�，
中幻 ……今二 �� � ��二 �

， �， …… ， �� �…… ���

式中
� �—机构内包含的广义座标数，

�—组成机构的闭环数
。

求解上述非线性方程组
，
在机构学中常采用牛顿一拉甫松 � ������一������� �

‘ �
�

�
�

�即�������� ����� ��������的缩写
。
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祛
，
借助电子计算机大都可以获得需要的精确解

，
基本上可以认为

，
确定机构位置的问题

，

目前在理论上已完全得到解决了
。

不过该法计算过程较繁
，
不仅要用到 ��������矩阵

，

而且要求在解题前预先作出初次输出矢量中� �中
�，
中
�… …中二 �值的估计

。

因此
，
在推广 普

及解析法问题上
，
面临着一个如何简化数学模型和充分利用电脑功能的问题

。

参照拓扑学理论
，

将平面机构看成由若千个独立闭环所组成
，
在机构运动分析过程中

，

对闭环内的构件
，
既看成是一个独立运动的单元

，

但又注意到相邻构件间的约束关系
，

一个构

件的输出数据
，

可能是另一个构件的直接或间接的输人信息� 与此相仿
，

对每个独立闭环
，
既

看成是一个独立运动的单元
，
但又注意到相邻闭环间的约束关系

，
一个闭环的输出数据

，
可

能是另一个闭环的直接或间接的输人信息
。

对于一个具有�个自由度和�个构件组成的闭环系

统
，
当组成该闭环的构件的长度�

�

和�个输入构件的运动规律为已知的情况下
，

该闭环的位

移输出就是一个可求解的动态矢量
，

而闭环中任一构件上任意点的位移输出也是一个可求解

的动态矢量
。

采用上述理论
，
不论所分析的机械系统是 �级或 ���级机构

，
只要适当选择运动

参考构件和广义座标
，
利用上述约束关系

，
都可以消除机构分析中的中间变量

，
一般都可以

将 � ��式中的 ��个非线性方程归纳成一个只含�个输入位移参数与输出件位移参数 的 非

线性方程式
，
当�个位移参数为已知的条件下

，
该非线性方程一般为一元二次方程式

，
可以直

接用数学公式求解
。

由此可知
，
应用上述理论作机构位移分析

，
可以把多 自由度多闭环机构

位移分析的数学模型
，
从求解 ��个非线性方程简化成求解一个一元二次方程 � 求解方 法可

以从牛顿一拉甫松法简化成一般代数公式
，
不仅理论简单易懂

，
而且具有下列重要意义

�

��求机构位置可以不要事先作出初始输出矢量中� �中
�，
饥

， …… ，
中二 �的估计 值

，

因而可以避免 由于初始输出矢量估计值选择不当而造成计算过程不易收掀的问题 ，

� �可以不必计算��������矩阵，

� �由于��������矩阵是精确的速度矩阵
，
当机构出现奇异时

，
它的速度行列 式 为

零
，
致使牛顿一拉甫松法失效

，
问题没法解决�

� �数学模型简化后
，
编制计算机源程序简便

，
可以节省计算机的内存和少占机时

。

三
、

机构动态角速度和角加速度分析

用解析法求解机构中构件运动的角速度
，
在目前国内外文献中

，
大都归纳成求解下面这

个矩阵方程
�

〔� 〕�钊 ·

�
”

卜
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

…… ‘ “ ’

式中
�

�
�

�本

— �� � �矩矩阵， 是，个仅与机构尺寸有关的已知矩阵�

鼠
，

礼 ……
讨

’
为输出角速度列阵，

��， ��， …… ， �。
卜为已知列阵

，
它仅与机构尺寸和原动件运动规

、门、�
�、�、��



律有关�

�—原动件角速度
。

而求解机构中各构件输出钓角加速度矢量

这个矩阵方程
�

讥矶
， 一 ‘ 一

布
。

子
’

都归纳成求解下 面

〔� 〕冈
�

�
”
�，�’��五卜

一

�训补
� � �

· ，

一
‘ � ，

一

对于单环机构
，
矩阵 〔� 〕 是个 � � �方阵

，
应用矩阵理论求解 �� �或 � � �比较 容

易
，
但是对于多闭环机构

，
矩阵 〔�〕 就是一个 �� � �矩阵

，
求解 �� �或 � � �式 就不

那么容易
。

要想把一个高阶矩阵方程的解输入主程序
，
就必须调用一个很长的专用子程序

，

不但编制源程序困难
，
而且会占用计算机相当多的内存量和运算机时

。

因此
，

在机构 �
�

�
�

�

祛研究中
，
对上述角速度和角加速度的数学模型

，
仍存在一个如何简化的问题

。

对于一个具有�个自由度
， ” 个构件和 ” 个闺环组成的平面低副机构来说

，
当�个输 人 件

运动规律为已知时
，
选定运动参考构件和广义座标后

，
应用上述位移分析法就可以求出机构

的广义座标的动态变化矢量小� �中
�，
中�

， … …中。
�

，
在这个基础上

，
进行角速度和角加 速

度分析
，
只需对各封闭环的封闭矢量万程式进杆二次和二次微分

，
然后应用座标旋转法

，
就

可以求出各构件的角速度和角加速度的函数表达式
。

将各构件的广义座标分别代人 该 表 达

式
，
就能算出各构件的运动角速度和角加速度

。

上述解法
，
可以将机构分析中构件角速度和

角加速度的数学模型
，
从高阶矩阵方程简化成若干个函数表达式

，
然后利用电子计算机作迭

代运算
。

两种解法相比较
，
显然函数表达式迭代法较解高阶矩阵方程要简便得多

。

四
、

机构动态动力分析

机构动态动力分析的目的
，
从力学观点来看

，
无非是按照工作阻力的动态变化去确定原

动件上阻力或阻力矩的动态特性曲线
� 或者是在给定的动态驱动力或力矩作用下

，
去确定工

作件所能克服工作阻力的动态特性曲线
。

从设计的观点来看
，
则要求计算出各运动副中的约

束反力
，
以便进行零件强度的设计

，
选择合适的轴承型号和确定各轴承的润滑方式

。

、

用解析法进行机构的动力分析
，
也有各种不同的方法

。

如果仅从力学观点去求原动件阻

力矩的动态特性曲线或求解工作阻力的动态特性曲线
，
那末

，
采用达朗伯一拉格朗日原理更

为方便有利
。

根据该原理
，
对任何具有�个可动构件和�个自由度的机构

，

它的一般力平衡方

程组为
�

式中

�
��二 艺 ��

�

� � � � �� � ��
�口一 �� �

· · · · · · · · · · · ·

… … �� �

且� �

�” �， �
， · 。 · · · “ ·

… ， �，

�� ， � �

—速度系数
�

�
� 。 ，

—角速度系数，

� �， � ‘

—作用于�点上的力分�，

�
，

—作用在�点上的力偶
。

�� 沙



只要作用力满足上述�个线性方程
，
该机构就处于平衡状态

。
对于单 自 由 度 机 构

，
即

� 二 �时
，
上式简化成

�

�
� � 公 �� �� �十 � �� ���网 �� ” �� “ “ · · ” “ · · · ·

一 �� �
�� �

由此可见
，
应用上述原理求解机构的输出特性曲线

，
可以不出现构件间接点的反力

，
因

而平衡方程组内的方程数目
，
可以明显地减少

。

如果对一个机构进行动力分析时
，
不仅要分析出机构输出件的动态特性曲线

，
而且要求

出各运动副内反力的动态曲线
，
那么

，
就必须对上述原理作一扩充

，
即将机构内的构件折成

自由体
，
再将上述原理应用于每一个自由体

，
写出各该自由体在平衡状态下的三个平衡方程

�习�� 二 �
，
习�

， � 。 ，
�� � 。 �。

对于一个具有�个自由度�个可动构件和�
�
个低副组成的

非奇异低副机构来说
，
可以写出 ��个平衡方程

，
其中包含有 ���个接点反力

，
不过这 � �

个平衡方程并非都是独立的
，
因为在这些平衡方程中

，
出现的作用力和�个平衡方程有 关

。

所以
，
系统的独立平衡方程总数为 ��一�个

，
其中仍包含有 ���个接点反力在内

。

根据�����邝�判据
，
非奇异低副机构的自由度数为

�

� � �� 一 ���’
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

…… � � �

因而系统平衡的独立方程数恰好与接点反力数 目相匹配
，
上述独立方程组具有唯一的一

组解
。

由干所有接点反力在 ��个力平衡方程中均呈线性关系
，
所以

，
机构动力分析问题

，
在

国内外文献中
，
都归纳成一个矩阵方程

，
其一般形式为

�

〔� 〕 �� �� 一 〔�〕 工� 卜 ” “ · “ · ” … �� �

式中
� 〔� 〕 一 �� � 只�矩阵

，
是一个与机构尺寸及位置有关的未知力系数 矩 阵，

〔�〕 一 �� � ����� ��矩阵
，
也是与机构尺寸和位置有关的已知力 系 数

矩阵，

王� �一未知力列矩毕
，

�� �一已知力列矩阵
。

用上述矩阵方程作机构动态动力分析的数学模型
，
必然要遇到高阶矩阵方程 的 求 解 问

题
，
在�

�

�
�

�中
，
仍然存在着上述编制源程序困难等问题

。

为了克服上述困难
，
适应�

�

�
�

�要求
，
建议采用矢量力学迭代法求解

，
该法的 特 点 是

数学模型简单
，
能充分发挥电子计算机高速迭代运算的功能

。

该法的理论基础在于
， 月

对不包

含复合运动副的平面机构来说
，
上述折副后得到的 ��个方程中

，
一般都是成对出现的

，
几

乎没有同时求解两个以上方程的可能性
。
同时还基于求解上述成对方程时

，

其有如下规律
�

对于动力机械系统
，
可以先从原动件与相邻构件间的运动副求解

，
·

其反力�文和�
，
可以 从相

邻两构件的艺� � �方程联立求解
，
然后进行迭代运算

，

求出其他各运动副中的反力， 对于工

作机械系统
，
则应先从工作件与相邻构件间的运动副开始隶解

。
这种分析方法

，
可以将机构

动力分析中的数学模型
，
从高阶矩阵方程简化成 � � �矩阵方程

，
从而取得编制

、

调试源程

序方便
，
节省计算机内存和少占机时等目的

。
� �

八
�



五
、

实 例

已知四杆机构中各杆长度为�
�、

��
、
�， 、

��

机架��与�轴的交角为日
。 ，
各杆和机 架 的

质量为�
，、
��、 � � 、

�
� ，
各质心距运动副�

、
�

、
� 、

�的距离 为 �， 、
�� 、

�’ 、

��
，
各 质

心与各杆中心线的夹角为日
， 、
日

‘ 、

日
， 、

日
� 。

设原动件的角位移为日
，
�� �

，
角速度为叭

，
角

加速度为￡�，
杆 �上受到丫

。

的工作阻力矩
，
试用�

�

�
�

�法求
�

��构件 �
、

�的角位移动态变化 〔日��� �，
���� �〕 ，

� �构件 �
、
�的角速度动态变化 〔���� �， ��� � �〕 ，

� �构件 �
、
�的角加速度动态变化 〔��� � �， ��� � �〕 ，

� �运动副�
、
�

、
�

、
�中反力的动态变化 〔��� � �， ��� � �

， ��� � �
，

���� �〕 ，

� �主动件平衡力偶矩的动态变化 〔��� � �〕 。

� �机构运动简图�附后 �
、

��输入参数
� �

�，， ��， �，， ��， �，， �。 ， �， ， �。 ，
日
�，
日

，，
日

。 ，
日

，，
日

。 ， � �， �，， � �， ��，

�
，，
� 。 ， �，， ��， �，， � 。 ，

日
�
�� �

符号意义
�

��， ��， �，，
�� ，

—构件长度尺寸 �

�
，， ��，

�， ，
��，

—构件质量中心至运动副的距离，

日
�

—机架倾角�
�

�
，，
日
�，
日

，，
日
�，

一
质心与构件中心线间的夹角，

��

—原动件的角速度，

石，

—原动件的角加速度，

� ���� �
， �， �， ��—构件的质最， 一

�

����二 �
， �

，
�—构件的转动惯釜 ，

二
� ，

�。

—工作阻力矩，

日
�
�� �

‘

，二�主动件的角位移量
。

� �输入数据
�

�
， � ， ��，

�
， � ，

�
，
� ，

�
，
�

， ��
。 ， ��

。 ， ��
。 ， ���， � ， �

。
�一 �

， � ，�

�
，
��

，
��

， �����矛刀一���
“

长每隔��
。

输出二次数据
， 一

即 � 二 � �� �� �

��输出动态参数
�

日��� �
，
日�� � �

， ��� � �又
，

�

夕�� �
、

�
，， ���� �

， ��� ��， �� � � �
，

�����
， �����

， �����
， �����

、 丫宁，



� 〕 论赫流理才廷图
‘

�并 决台

埃勺知州先皓
� ‘ �， �几 。

，
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凡
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‘
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谓
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�

了 �源程序 �略 �

��输出动态特性曲线及分析

寸 了书
口
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三‘，今����奋�

�� � 角速度动态曲线

�� � 角加速率动态曲线
、 多

、
�

��



�

��

�

��卫〕一凡�圣�

片二 �
�

����

�奋
�
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�� � 轴承反力动态曲线
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�� � 主动件平衡阻力矩动态特性曲线

�
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�



从轴承反力的动态曲线和原动件阻力矩的动态特性曲线可以明显地看出
，
原 动 件 位 于

�

���
。

一���
。

范围内
，
其阻力矩突然增大

，
于此同时各轴承内的反为也突然增高

。

该机构的运

转不均匀系数相当大
，
将出现较大的速度波动

，
应采取平衡措沁或其他改变参数的办法来改

善机构的输出特性
。 ，

六
‘

结 论

� �应用本文提出的�
�

�
�

�法时上述实例进行分析的过程中�数学模型全部简 化 成 函

数表达式
。

数学上只遇到一元二次方程式和二元联立方程组
，
没有出现任何高阶矩阵方程

。

� �上述实例如采用 目前国内外文献中提出的矩阵方程分析法
，
则位移分析中将同时求

解两个非线性方程 � 角速度和角加速度分析中将各求解一个 � � �矩阵方程 � 动力分析中将

求解一个 � � �的矩阵方程
。

对于多闭环的复杂机构
，
采用本文提出的�

�

�
�

�法
，
其 效 果

更佳
。

� �在�
�

�
�

�法研究过程中
，
由于充分地利用了机构分析中的内在规律

，
尽可 能 地 简

化机构分析中的数学模型
，
做到人脑与电脑功能的综合开发

，
因而

，
不论在源程序的编制

、

调试
，
还是计算结果的获得

，
都比较简便� 为微机在机构分析中的应用和推广开辟了一条捷

径
，
为教学和科研提供了新的途径

。

本文实例源程序编制过程中
，
曾得到马立英

、

连禹生两同志的帮助
，
特此致谢

。
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