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整数规划可行解的分布函数及随机试验法

周 承 高

�科研生产处 �

规划论中求解整数规划问题最常用的方法有分技定界法和割平面法
，
这两种方法都只能

隶解线性的整数规划问题
。

用微型计算机及绘图仪
，
对整数规划可行解的分布函 数 进 行 分

析
，
可用随机试验法来求解整数规划问题

。

采用所介绍的随机试验法不仅编程简单
，
在建立

数学模型上更符合实际问题
，
而且可求解线性或非线性整数规划问题

。

一
、

可行解的分布函数

用计算机绘图来求可行解的分布函数计算量是很大的
，
本文讨论的目的在于说明整数规

划的随机试验法
。

把整数规划问题可行解所对应的目标函数值作为被统计量
，
用图解法求其

分布函数
。

在���一��微机上编程计算
，
并用与该机联机的���一����型多笔数字化 绘 图

仪自动绘图
。

编程步骤如下
�

�
�

搜索全部可行解并找出目标函数的最大值 ���� �和最小值 ���� �
。

�
�

在 ����
，
��� �区间内等分分组

，
组距 为 �

，
� �

���一���

��
�根据具体情 况

确定
。

�
�

计算全部可行解的目标函数值
，
确定其所在的分区间

，
记下每个分区间上目标函数的

，

个数
。

�
�

计算各个分区间中目标函数出现的频率
。

�
�

利用绘图机绘图
，
得到整数规划可行解所对应的目标函数的分布密度

。

整数规划 目标函数� 二 � �� ���� ，
在 。 �� �《 �� ， �二 �

，
�

， �时
，
其可行解的目袜

函数值的分布函数如图 �所示
。

整数规划目标函数� 二 。 · 。 �� 、 � � ���
在满足约束

�
�

，���《 ��

�� �� ��《 ���

�《 � �《 �� �二 �
， �一 �

时目标函数值的分布函数如图�所示
。
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从概率的统计定义可知
，
目标函数值在各分区间的频率近似等于概率

，
分布曲线下的面

积为 �
。

通过对很多整数规划 目标函数分布函数图形的绘制
，
从未出现过如图 �所示的具有孤立

极点的情况
。

将其图形可抽象地绘成如图 �所示
。 �
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设求 目标函数的最大值为最优解
，
那么最优解在曲线的最右端

。

设�点右边曲线下的 面

积为 ��
，
左边为���

，
那么在����。个随机抽样中至少有一个目标函数值出现在�点右边的概

率为
�

� ���� � �� �� � �� � � …… � � �������

即为 �一 � �。 �， � �。 �为没有一个目标函数值出现在�点右边的概率

�一 � ���� �一 �
�

��立 “ … � �
�

�������

其概率近似等于 �
，
故总有一个接近最优解的目标函数值处于 ��的区域

二
我们在编制 程 序

中
，
这种值只要出现一次就可以保存下来

，
直到程序结束

。

二
、

整数规划的随机试验法

在�����语言中
，
有随机函数��� �� �

，
当� 二 �时

，
该函数 的 函数值为。 �

��。 。��一
。 �

������范围内的随机数
。
��� �� �为取整函数

，
其函数值为不大于� 的最 大 整 数

。

当

� 二 。时
，
每执行一次��� ���� �� �带 ��� �将完全随机地产生 。 ，

�
，
�

， ……��整数
。



一津而言
，
要产生 。 ，

�
，
�

， …… ，
�随机整数

，
就可 用 ��� ���� �� �� �� � ��

来完成
。

对数学模型为

��� 。
��� � � 〔 �。

约束���� ���
， � ， 《 ��� �� �

，
�

， ……�的整数规划
， ��� �

， ���� �可 以

是线性或非线性函数
，
其随机试验法步骤如下

� ��根据实际问题确定每个变量�
�
的变化区间〔� �， ��〕 �� �

，
�

， ·

一
� 计 算机

所能表示的最小数。 �，
变量的随机抽样组数办���

。

�� �随机取每组变量值� �� ��� ���� �� �来 ��� 一 � �� ��
， �� �

，
�

，… … � 。

� � �检查是否满足���� ��李
， � ， ‘ ���

，
�二 �

， �， … …� 。

若不满足则�� �
，

若满足则 �� �

�� �计算��� �值
，
若��� ���则��� �睁�

，
� �
睁�

� �� �
，
�

， …… � ，

转向 �� �
，
否则 �� �

。

�� ��� �心�
，
若�����则 �� �

，
否则 �� �

。

�� �输出�
�， �� �

，
�

， … … �和�的值
。

�� �结束
。

如果求���� �� �
，
则仅修改 �� �

，
将计算机所能表示的最大数办�

。

修 改 �� �
，

若��� ���则�
‘
今�

�， ��� �今� �� �
，
�

， …… �即可
。

三
、

应用实例

例 �
、

生产计划问题
。

某工厂生产甲
、

乙两种产品
，
市场调查表明价格—数量关系分

别为
�

�� � 一 �
。
�� �� ���

�� � 一 �
�

���� � ����

� ，、
��

为产品甲
、

乙生产量
， ��， ��

为产品甲
、

乙的单位价格
。

甲
、

乙产品的生 产 成

本每件为��
、

��元
。

生产甲
、

乙产品可分别减免税收����
、
����元

。

每生产一件产品分别需

要��
、

��小时
，
现共有�����小时可利用

，
问怎样安排生产可获得最大利润�

�

数学模型为

���� � �一 �
。
�� �� �����

，一 ��� �� ����� �

� �一 �
。

���� � ������� 一 ���� � ������

约束

并且

����
� � ����‘ �����

�� �
�� �二 �

，
�

� ，
��时�

�� �
，
�� � �时�

，�� �
�

��
��时�

�� �
，
���� �时�

� �� �
。

� �

��
，
��
��和���

，� ����‘ �����可知
� �

的变化范围为�一����

��
的变化范围为�一����

·
��，



利用随机试验法编制�����程序如下
�

程序运行结果表明应安排生产产品甲 ����件
、

产 品 乙 ���了件
，
可 获 得 最 大 利 润

�
�

��� ��‘
元

。

� ��� �������� �������

� ��� �������艺 ������

�� � � �

�� � �� 一 ������

�� ��� �� � �� �����

�� ����� �

�� � �� ��� ���� �� �一 �� ���

�� ��� ��� ���� �� �帝 �����

石� �� ��帝��� ��带�������� ���� ���

�� � � �

名� �� � ��� ���� ���

�� ���� ���

�� � � � � ����

�� �� ���� 勺��� ���

��� ���� ���

��� � �� � � ����

��� ��� 一 �
。
�带��〔�� ���帝��

主�� ��� 一 �
。
��今��〔�� �������

��� � � � � ��� ��

��� � � � 一 ��带��一��奋��

��� �� ��� ���� ���

��口 ���� �卯

��� ��二 ��

��� ��二 ��

��� � � �

��� ���� �

��� ������
�，��二 ，，， ��， 扩��� 护， ��

��� �������，
���

。
������ � � �，， �
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。
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例 �
、

配料问题
。

某茶厂生产甲
、
乙

、

丙三级茶叶
，
每斤售价分别为 �，

�

�
�

�和�
�

�元
，

其加工固定费用分别为���
，
��

，
��元

。

这三级茶叶是由�
、
�

、
�三种原茶配成

，
甲级茶由���

�， ��劣�， �。��混合加工而成
，
乙级茶至少由�昭的�和�混合加工而成

，
丙级茶至少由���

的�加工而成
。
�

、
�

、
�三种原茶单价分别为�

�

�， �
�

��和�
�

��元
，
现分别有����

， ����和

�。 。 。斤，
问如何配制加工可获得最大利润

。

设�
，， ��， � �

分别为甲级茶中�
、
�

、
�

、

的数最，

��， ��， ��

分别为乙级茶中�
、
�

、
�

、

的数量 �

��
， ��， �，

分别为丙级茶中�
、 �

、
�

、

的数量
。

甲级茶可获利润
�

�， � � ��
�� �� � � ，

�一 �
。
�� �一 �

。

����一 �
。

��� ， 一 �����

二 �
。
�� �� �

。
��� �� �

。

��� � 一 �����

乙级茶可获利润
�

��� �
。
�� �� �

。

����� �
。
��� � 一 ����

丙级茶可获利润
�

�� � ��� �
。
���� � �

。

���� 一 ����

其数学模型为

��� � 二 �� � �� � �，

约束
�

� ，� ��� ��
�����

�� � ��� ��‘ ����

� ， � �� � ��

喊����

�
。
���

，� �� � � ，
�� � �

�
。
���

�� ��� � �
�� ��

�
。
���

�� �� � � �
�� � ，

��� � ，》 ��

���，� �� �丫� �

��

��
。
���

，� �� � ��
�

‘
� �》 �

，
� ‘
之�

， � �

之� �� �
，
�， 。

并且
� � � � ��� � � � �时 �，� � 否则�

， ‘ �

�
�� ��二 �� � �时 ��� � 否则�

�二 �

�，� �� � �， � �时 �� � � 否则�
� � �

分析等式约束条件
，
经过整理得

�

�
� �� ��一 � ， � �

���一 ��
� � �� � � �

一 �� �一 ��� � � � �

二

经过初等变换化简得



� �一 �
。
��， �� �

� �一 �
。

�� ， � �

由�
，
全。 ，

��

之�
，
��

之。和�
� � � � � �

�

三����可确定�
�

的变化范围�、 ����
。
� ，
随机确

定后
，
� �

’

二 �
�

�� �，
��，� �·

�� ， 。

由不等式约束可以确定�
�， ��，

� ，
的变化范围分别 为。 、 ����卜 � ��

， �、 ���。 。

��
�

， �� �����一 �
�
�

，
��， ��

，
�
�

的变化范围 为 �‘ �����一 � �一 �� �
‘

� �、 �����

�� 一 ��
�和�� �����一 �

， 一 � �
�

。

我们可以编�����程序求解
。 俨 ‘

程序运行结果表明
�

���斤�
， ����斤�

，
‘ 、

����斤�配料加工成甲级茶

���斤�
， ����斤�

， �斤�配料加工成乙级茶

����斤�
，
���斤�

，
�斤�配料加工成丙级茶

可获得最大利润�����
�

�元
。

� ��� �������� �������

� ��� �������� ������

�� � � 一 ������

�� � 二 �

�� � 二 �

�� ��� �� � �� �����

�� ��� ��� ���� �� �舟 �����

�� ���� �
。
�辛 ��

�� ��� �
。

�带��

�� ��� ������� �� �辛 �����一 ����

�� ��� ��� ���� �� �带 �����一 ��� �

�� ��� ��� ���� �� �辛 �����一 ����

�� ��� ��� ���� �� �带 �����一 ��一 ��� �

�� ��� ��� ���� �� �带 �����一 ��一 ��� �

�� ��� ��� ���� �� �� �����一 ��一 ����

�� �� ��
� ����

�

�带 ���� 丫�� ��� ����
�

���

�� �� ����
。
�紊 ���� ��� ��� ���� ���

�� � 二 � � �
‘

�� ��� �
。
�辛 ��� �

�

��带 ��� �
。

��带 ��一 ���

�� ��� �
�

�� ��� �
�

�� 辛 ��� �
�

�� 带 ��一 ��
‘

�

�� ��二 ��� �
。

��带 ��� �
。

��带 ��一 ��

�� � �� ��� ��� ��
�

�� �� ��� � ���� ���

�� �� ���� � ���� ��

��
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��� � � �
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��� �������，� � �， � �
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� �，

��� �������，��� �’ ， ��一 �，

��� �������，��� �， � ��
， �

��� ��������
���
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��� ��� ��� ����

��� ���� ��� ���

���
。
������ � �� �����

。

�

��二 �

��� �

四
、

结 论

通过以上讨论
，
可以看出

，
用随机试验法求解整数规划问题

，
在几千到几万个随机抽样

中至少有一个可行解接近真正最优解
，
不受过去求解方法的种种限制

，
可以求解线性或非线

性整数规划问题
。

具有编程简单
、

灵活
、

可以在微机上实现等优点
。

目前存在的问题是占用

机时长
，
文中的二个例题

，
在���一��微机上需��一��分钟

。

对必定收敛于全局最优解还缺

乏数学上的论证
。

有待进一步研究
。
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