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差 集 的 存 在 与 判 别 法

周 尚

数学教研室

超

差集是编造循环���矩阵不可缺少的工具
，
循环���矩阵可用来构成单纯码与方块 正 交

码
。

许宝骚给出差集的一个必要条件并附言
�

要验算一个子集是否差集
，

从操作量太大的角

度来看
，
可能是一个重要问题

，
需要继续探索���

。

本文 给 出 了 差集的结构
，

证明了若 � �

� �是素数
，
则差集 ��� � � ，

�� � �
， � �和差集 ��� � � ，

�� � �
， � � � �存在

。

本文还给出了判别一个子群是否差集的简易方法
。

定义 � 从�个数的集合 ��
，
�

，
�

， ·

一
， � 一 ��中选择出一个子集 ��

�，
��，

…… ， �� �
，
使�

�一 ����子���模� �这一共� �� 一 � �个差数中恰有 久个 等 于� �� �

�
，
�

， … … ， � 一 � �
，
这样的子集称为差集

。

记为 ��
， � ， 几�

。

本文中� ， � ， 几均为正整数
，
根据定义 �

，
这三数满足下列关系

�

几�� 一 � �� � �� 一 ��
。

若�为素数
，
则将集合 ��

，
�

，
�

， ·
� … ， � 一 ��记为�� �� �

，
按照模�运算

， ��

�� �是�个元素的域
。
�� �� �的乘法群记为� �� �

，
用�表示� �� �的子群

。

用� 表示 �

的一个原根
。

这样就可将�� �� �表达为

�� �� �二 ��
，
�

， � ， � � ， ……�， 一 ’
�

� �� �表达为

� �� �� ��
， � ， � ’ ， ……� �一 ，

�

�若是� �� �的指数为�的子群
，
则

� � ��
， �， ��， …… ， ��一 ’

� ��� �“ �

� �� �� �����……�� ’ 一 ’�
。

·

令�为
� � �矩阵

�

� � �� �，
�

其中
� �� � �� � 二 …��一 �， � � �， ��� �

，
其余

� ��二 �
。

�有性质
� �

， 二 �
” � �为单位矩阵

。

矩阵�
。 � � � �

� � …… � �卜
‘
是所有元素都是壹的矩阵

。

矩阵�
�‘ 十 � ‘ ’ ， ·

一
� ���是每行有�个壹

， � 一 �个零的矩阵
，
其第�� �行是第�行 向

右循环移位而得
，
这种矩阵叫做循环零壹矩阵

。

循环零壹矩阵若任意两行的内积都为又
，
则称为循环���矩阵

。

例 � � � �
，
� � � ， 几二 �
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�

�� �



自

…
。

��

分

� � �

� � � � �

矩阵� 书�
’ � � ‘

任一行有三个壹
，
任两行内积为 �

，
因此是循环���矩阵

。

引理 ��
‘ � 若 ��

�， �� ， ·
� 一

， ���是 ��
，
�， “
一

， � 一 ��的子集
，
则循环零壹矩阵

��� � ���

��
· ·

… � ���是 循 环���矩阵的充分必要条件是 王�
�， ��…… ， �、

�是差集
。

由引理 �知
，
若� � �，

则相应矩阵所有元素都是壹
，
任两行内积为�，

若� � � 一 �
，
则

任两行内积是� 一 �
，
因此�和� 一 �个元素的子集都是差集

，
我们称这两种情况为平凡的

。

本文不讨论平凡情况
。

因此本文中的�与� 有关系
�

��� 一 �
。

根据下面的引理 �
，
可仅讨论�感 �� 一 ����时的情形

。

引理 � 令� � ��，，
�� ， …… ， �，�是 ��

，
�

， …… ， � 一 � �的 子 集
， � ， � 毛

�、 � �， �、 十 � ， …… ，
氏�是�的余集

。

则�是差集的充分必要条件是�
‘
是差集

。

证明 我们只要证明
，
若�是差集

，
则 � �

也是差集就行了
。
� 二 ���� ��� �

· ·

一
� �

��，

�， � ��� “ � ��卜
，
��

· ·

… � ���，
显然

， � ‘
是把�的每个壹换为零

，

每个零换为壹而得的

矩阵
。

令

�� �
， ��， …… ， �� �

，
���

， ��， …… ， �� �

是�的任意两行
，
则

� ���� ���� � … … � ���� �� 几

在这
�个和项中

，
有几个项�和�都是壹

，
有 � �� 一 几�个项�和�一个是壹另一个是零

。

其 余

钓
� 一 � �� 一 几�一 几� � 一 �� � 又个项�和�都是零

。

若把�和�的值原为壹的换为零
，
原为零

的换为壹
，
则得到�

�

的任两行的内积为刀 � � 一 �� � 几
，
因此�

尹

是循环���矩阵
，
由引理 �

，

卫
，
是差集

。

证毕
。

若� � 王��
， ��， …… ， �� �

，
用�� � �表示集合

���
�� �

， ��� � �， ……��� � ���模� �
。

定义 � 若�� � � � ���笋 ��
，
则称�是�的乘数

，
或�以�为乘数

。

‘

引理 ” ‘ ” �推广乘子牢理 �设�， �， 久乳 �满足下列条件
�

���是� 一 几的一个因子 一

�� ��
人

� ���
， � �� �

� �对于�的全体素因子�
��� ， ……��

，
存在方次数��

，
�
�， ……�。使



� ��’ � ���’ � … … � �
��� �模� �

令�为
一

� �中�
����模� �的公共值

，
则任何差集 ��

，
�， 几�必以�为它的一个乘数

。

引理 � 若�是差集
，
��

，
� �� �

，
则集合�� � �也是差集

。

以下设�为素数
。

定理 � 若���� �的子集�是差集 ��
， � ， 几�

，
��三 �� 一 � �� � �

，
则存 在�

�� �的一个子群�
， 一

使得

�， 二 ���
����

· ·

…日�二
一

��

或 �补 � �� �日�口�
��日……口�� ，�

是差集 ��
， � ， ，�

。

证明 令�� � 一 又，
则�

， � ， 几， �满足引理 �的条件
，
因此存在乘数�� 子 ��

，

使得 �� 二

� � �
。
��� � � �� �� � �� � � � �� �� � � � � � �� ��一 ���

， �一 �沪 �
，
� � �� �

是域
，
故可令� 二 一 ���一 ��

一 ‘ ，
则�� ��一 � �� � �，

于 是��� � � �二 � � �
，
若�

��中不含 �
，
可用� 十 �中一非零元之逆元与� � �相乘而得一含有 �之集

，
而 其 仍 为 差

集
。

故可假设 �〔 � ��
。

令�
� 二 � � �

，
若 � 磋�气 由 �〔 �气 ��� � �气 得�任�气 继而�的所有 方 幕 都在�分

中
，
令�是�生成的� �� �的子群

，
� 二 ��

， �， …… ， �
� 一 ’
�

，
令�

， � ��
， ��

， … … ，

�、 一 ，
�

，
则下列�个集合

�， � �一
，
�，， …… ， �、 一 ，

�
��， � ��

，
���

， …… ， ���一 �
�

�
� 一 ‘�， 二

一

��
� 一 ’ ，

�
�一 ’ ��

， …… ， �
� 一 ‘�卜 ��

都是�带
，
把它们并起来也是�气 把等号右边的每一列作为一个集

，
则第一列是�

，
第 二 死

是�
��， …… ，

第�列是�
�一 ��

，
则�

份
又可写为

�

�， � �日���日
�

一口��
一 ��

设这�个陪集中互不相同的有�个
，
并设前�个互不相同

，
则

�‘ � �日�
��口… …��。 一 ��

若 ���
肠 ，
则

�肠 �� �� �日���
��日……日�二 ��

�是差集
，
由引理 �

， �价是差集
。

证毕
。 �

例 � � ����的子群� � ��
， � ， � �

，
�� 笼。 �是差集 ���

，
�

，
� �

，
王�

，

�， � ， � �的余集或�的三个陪集之并是差集 ���
，
� ， � �

。

例 � � 二 王�
，
� ， ���是� ����的子 群

，
�日��� � ��

， � ， ��
，
��， ��， ���

是差集 ���
， � ，

� �
。
�的另外 �个陪集加上 �是差集 ���

， ��， ���
。

定理 � � �� �的指数为�的�阶子群�为差集的充分必要条件是 � �� 一 � ���� 一

�
‘

��尽是整数且�一 �中有久个元素属于
� ’� ��� � ，

�
， …… ，

� 一 ��
。

证明 我们首先计算�中任意两个元素的差
�

�一 �
， �’ 一 �… ， ��一 ’ 一 ���

一 ‘ 一 �

�� 一 � �� 一 �… ��一 � 一 �



��一 � 一 �� 一 �

上面第一行是�’ 一 �� �
， … ， � 一 ��

，
第二行是�

，一 ���� �， � ，… ，
� 一 �

‘

�

其余类推
，
这样就得到‘ �卜 � ，��个差数

。

把这些差数加上负号
，
就得到另外

专
� ‘�

一 � �个差数
。
�一 �加上负号变为 �一 �� �� 一 �，

把它放在上面第二行第� 一 �列
，
记 为

� �
，
��、 ��

，
� 一 ��

，
第一行第二列的�

’ 一 �变为 �一 �， � ��一 �，，
放到 第三 行

，

第� 一 �列
，
即 � �

，
� �， �� ， � 一 � �

。

一般地 ��
，
��， ��� �

， � 一 ��
，
����三

� �最后得到�中任意两个元素之差为下表中的� �� 一 ��个差数
�

�一 � �� 一 �…��一 � 一 � ��
�

�� 一 � �� 一 �…��一 之 一 ��� 一 �

�� 一 �� 一 � �� 占 � 一 ��一 �…���一 � 一 ���一 � ���一 � 一 ��一 �

把每一列的元素作为一个集合
，
则第一列是�的陪集 ��一 � ��

，
第二列是 ��一 � ��

，

… ，
第� 一 �列是 ���

一 ‘ 一 � ��
，
我们把这� �� 一 ��个差数记为

�

��一 ���日 ��
’ 一 � ��日…日 ���

一 ‘

一 � �� �� �

由于� �� �二 �日���…日�，一 ’ �

�是差集 、 �带 �式的� �� 一 � �个数中� �� �的任一元素出现久次

、 �米 �式的� �� 一 � �个数中
� ’�中任一元出现 人次 ��� �，

�
， … ，

� 一

��

“ �带 �式的� 一 �个陪集中有几个与
� ‘�相同 ��� � ，

�
，
� 一 � �

、 � 一 �中有几个属于��� ��� � ，
�

， … ，
� 一 � �

。

证毕
。

定理 � 设�是� �� �的指数为�的� 一 �阶子群
。
�日 �� �是差集的 充分必 要条件

是� �� 一 � ���� 一 � �是整数且 �� 一 ��日 ���日 �一 ��中 有几个 属 于 妒��� �

� ，
�

， … ，
� 一 � �

。

定理 � � �� �的�阶子群�若为差集
，
则�为奇数

。

证明 我们证明
，
若�为偶数

，
则�不是差集

。

设�� � � 一 则几� � �� 一 � ����

�

� ��一 ���
， �为偶数

，
故 、为奇数

。
� � ��

， �， …��一 ‘
�

，
若 �“ 一 �任 � ‘�，

我

们来看有几个属于
���，

��笋��若�
� 一 �任��� ��笋��� �

，
�是偶阶子群

，
故 一 � 〔 �，

一 ���一 ��� �一 ��� �����
一�一 � �任� �� �由于��任�

，
故��

一�一 �任���
，
由�砖叼 �，

��一 “ 一 �祷�� 一 �
，
这样� 一 �中只会是偶数个属于���

，
而几是奇数

，
根据定理 �

，
�不是差

集
。

证毕
。

引理 � 设�是� �� �子群
，
若�� �� �是差集

，
则�是奇数阶子群

。

引理 设�是� �� �的指数为 ��的�阶子群
� � �� �� �����…�� ” 一 ‘ � ，

且 �

�� 一 � ���� 一 ��是整数
，
则

�一 �任���匀�
一 之 一 �任��

��

� ��任� �

证明 � 一 �二 ���
， 几� � �� 一 � ����� � �� 一 � ����

， � � �筋 � �为奇 数
�

‘ �� � 一 �
， ���一 ‘ 〕”

任�
。



若��一 � 〔 �兔�，
则存在� 〔 � ，

�一 � � � ��， 一 ��一 � �� ����� � � ���一 ���
。 �� � �� 二

‘ � 小 � ����一
’ �

�

即 �一 �� ���
一 ’ 一 � �� � ” ‘ �

· ���一 ‘ ���，
�一

’ 一 �� � ” � ��
，，

这里�
‘ � ���一 ’ ��

��一
‘ 〔 � 。

即�
一 ‘ 一 �任�

� ‘ ��
。

若�
一 ’ 〔 �� ‘ �� ，

由 前 段
� �，

任�
， �一 �任� ��

。

定理 � �子群成为差集的判定定理 �� �� �

��一
�
�
一 ‘ 一 �� �一 �任 � �“ ‘ �� �

证毕
。

的指数为 ��的�阶子群�是差集的 充 分 必
要条件是� 一 �中有�个元素属于��� ��� � ，

�
， … ， � 一 � �

。

这里几�� �� 一 �����

一 � �为整数
。

证明 必要性由定理 �即得
。

我们证明充分性
。
� 一 �中有 几个属于 ��� ��二 � ，

�
，

… ， � 一 � �
，
根据引理 � ， � 一 �中有大个 属于 “ ，� ��� � ， � � �

， … ，
�� 一 � �� 一 �中

属于��
一 ‘
�与

� ’ ” 一 ‘
�中的元素个数相等

，
因此� 一 �中有又个元素属于��

一 ’
�与� ’ �一 ‘

�，
因 此

�是差集
。

证毕
。

定理 � 若 �� �� �
� � �� ��

，
则�口 王。 �是差集的充分必要条件是 � �� 一 ���

�� 一 ��是整数且 �� 一 ��日 �一 ��日 王��中有人个属于��� ��� �
，
�一 … ， � 一

� �
。

这里 �� �� � 一 �
。

在定理 �和定理 �中
，
若� � �

，
则有如下肯定的结论

�

定理 � 设�是� �� �的指数为 �的�阶子群且� �� 一 ����� 一 ��为 整 数
，
则�

和�日 �� �都是差集
。

若 �� �� �
� � �� �

，
�� �� �

，
则人� � �� 一 � ���� 一 � �� � �� � � ����

� �� 一 � ���
，
� �� �几� �

，
� � �几� � ，

由此知�是 �� � �型素数
，

而此时� � ��
，

护
， 。 ‘ ， … ， 。 ’ ��一 ’ 〕 �

，
即�是素数�的所有平方剩余的集合

。 ��也是差集
，

它是 �的所有平

方非剩余的集合
，
而�日 王。 �恰是 ��的余集

。

据此我们可把定理 �叙述为
�

定理 � 若�是 �� 十 �型素数
，
则�的平方剩余的集合与平方非剩余的 集 合 都 是 差集

��� � � ，
�� � �

， � �
，
这些平方剩余再加上 �是差集 ��� � � ，

�� � �
， � � ��，

这些平方非剩余加上 。 也是差集 ��� � � ，
�� � �

， � � � �
。

例 � ��是 �� � �型素数
，
��的��个平方剩余的集

��
，
�

， � ，
�

，
� ， �， � ， ��， ��， ��， ���

是差集 ���
， ��，

� �

当�� �时
，
� �� �的指数为 ��的子群不一定是差集

。

用定理 �来判断指 数为 �的子

群是否差集最为容易
，
因此特写为下面的定理 �

。

定义 � 若�和�十 �都属于�
，
则称�是�的对首元素

� 一 �中有人个元素属干�
，
等价于�有几个对首元素

。

定理 � �� �� �
� � �� �

，
�是差集的充分必要条件是�有 几个对首元素且� �� 一

� �八 � 一 � �是整数
。
�日 �� �是差集的充分必要条件是�具 有几一 �个 对 首 元 素 且

� �� 一 ����� 一 � �是整数
。

例 � � � ���， � � �
， � �����的��阶子群� �指数为 � �由

� ‘ � ��的方幕生成

� � ��
， ��

， ��， ���
， ���

，
���， ���， ���， ��

，
�

��
， ��， ���， ���， ��，

���
‘

，

�� 、



��
，
��，

���
，
��

���

��
，

���，
�� ��

，
��

，
���

， ���
，
���， ���

，
��

，
��� ���

���
，
��

�了�
，
���

，
���

��
，
��

，
��

� ��，
���

， ��
， ���

，
���， ���， ��， ���，

�的元素按��的升幕排列
，
有横线者为对首元首

， �有��个对首元素
，
� 是差集�

���
。

���

���
， ��

· �

由例 �可看出
，
要验算��个元素的子集是否差集

，
要计算�� � ��二 ����个差数

，
而用定

理 �进行判断
，
则方便得多了

。

例 � � �� ���
，
� � ��

，
人� ��

， � � �
。
� �����的��阶子群由� ‘ �� ���的方幕生成

。

� � 笼�
，
���

， ���
，
一��

，
���

，
���

，
���

，
���

，
��

，
��

， ��
，
���

，
���

，
���

，
����

��一 ��，
���一 ��， ���， ��， ��， ���

， ��， ���， ���， ���， ��， ���， ���
，
��， ���一 ��

，

��一 ���
，
��

， ��
，
��一 ��

， ���
， ��，

���， ��
， ���

，
��， ���， ���， �

，
���一 ��

。
���，

��， � ，
���

， ���， ��， ���

�只有��个对首元素
，
�不是差集

。

例 � � � ��
，
� � �

， 几� �
， � �� �

。
� �了��的 �阶子群� �指 数 为 � �由 � ’ � �

生成
。

� � ��
，
�

，
�

， � ， ��， ��，
�嫂

， ��， ��，
�

�� � 笼�
，
��

，
��

， ��
，
�

， ��
，
��， ��

， ���

��� 二 ���
，
��

，
��， ��， ��， ��， ��， ��

， ���

� 一 �中 �
，

定理��

�
，
��分别在�

，
��

， ���中
，
�是差要

设�是� �� �的奇数阶子群
， �是差集

，

���
， �，

��

则有

几是奇数、 � 〔 �

证明 �是差集
，
� 一 �中有几个元素在�中

，
因此� � �� ��

， �� �
， … ， ��一 ‘ �

��有久个元素在�中
，
若�’ � �〔 �，

则�一 ’��‘ � ��� �
一 ’ � �〔 � ，

�是奇数阶子群
，
��’ �

’
‘

毕�即�‘祷 �一 ‘，
这样除 �以外有偶数个属于�

。

因此得

久是奇数、 � 〔 �

定理�� 设�是� �� �的奇数阶子群
， �日 �� �是差集

，
则有

几是奇数、 �曦�

定理�� �� �� �
� � �二 ��

，
若�是差集

， �是形状为 �� � �或 �� � �的数
，
则

孟为偶数
。

证明 � 一 �� ���， � �� 一 ������ 二 �� 一 ����� � 孟
， � � �以 � �

， � � �
�

��孟� �� � �
。

��
� 一 ���� � � �久� �� � ����� �模 � �

�
刁�

’



若� � �� � �
，
则� �几� � �� � ����是奇数

， �不是�的平方剩余
， �诺�

，
根 据 定 理

��， 几是偶数
。
若� � �� � �， 丸是奇数

，
则�认 � � �� � � ���是奇数

， �诺�
，
与 定 理

��矛盾
。

故几为偶数
。

定理�� �� �
� �� � �二 ��， �� 毛。 �是差要

，
若� �

一

�� � �或� � �� � �，

财
孟为奇数

。

例 � � ����的 �阶子群�不是差集
。

此时 �� �� �
� � �� � �� � � �

，� �� � ，
根据

定理��
，
若�是差集

，
则几为偶数

，
而此时几� � � ����� �

。

例 �，
若 �� �� �

� � �� �
，
�是差集

，

则人为偶数
， �的形状为��几� �

。
几� �

， � ，

��时
， �都是差集

， 几� ��
，
��时

， �不是差集
。

上面例 �和例 �给出几� ��和丸� ��的两例
。

例��
，
若 �� �� �

� � �� �
， �� 王。 �是差集

，
根据定理��

， � � �
，
由此知几为奇

数
，
此时�是形状为��几一 �型素数

。
几� �时

， �� 毛� �是差集
， 久二 ��时

， �� �� �不

是差集
。

前面的例 �即几� �时�� �� �是差集
。

下面给出几� �时的�
，
这时� � ���， �

� ��， � � �
，

� � ��
， ��

， ��， ���， ���， ��， ��， � ��
， ���，

���
， ��，

��
，
���

， ���，

理�，
��

， ��， ���， ���， ��， ���� ���， ��， ��，
��一 ���， ����

���
，

��，

��� ���

���一 ��，

���， ���
， ��， ���， ���， ���

， ���， ���， ����

月有��个对首元素
， �不是差集

。
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