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�
阶拟线性常微分方程的外推法

及其在非线性振动力学 中的某些应用

数学教研室 刘 诗 俊

摘 要

本丈得到如下�阶拟线性方程
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的���
���问题解的外推公式

，
并将此公式用于非线性振动问题

，
计算了无 阻尼 非

线性数学摆及阻尼非线性数学摆的振动
。

在计算量小
、

程序简单的条件下
，
得到了

比普通差分解准确得多的数值解
。

笔者还得到了更高阶的外推公式 �待发表�
，
由

此可见用外推法解非线性问题
，
其前途是广阔的

。

前 言

对于
�
阶拟线性常微分方程的�
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����问题

。
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本文在适当的条件下得到了���
�� 格式差分解 �包括各阶导数的差分解 �的渐近展开式
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本文于����年 �月��日收到



及外推结果的误差估计
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在本文的第一部分中
，
对以上结果进行了论证

。

在第二部分中用外推法探讨了几个非线

性 振 动 问题
。

并且对一个非线性摆作了实际外推计算
。

从计算结果可以看出
，
用外推法只

花了极少的劳动
，
却大大提高了原来差分解的精确度

。

这个事实说明
，
用外推法处理非线性

问题是很有实际用处的
。

当前
，
数学和力学都进入了

“
非线性时代

” ，
外推法的发展前途看

来是广阔的
。

这个方向是铁道科学院副研究员冯登泰同志给我建议的
。

本校何岳山同志为本

文编制了很好的程序
，
在此向他们表示衷心的感谢�
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。
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首先
，
将 ���化为如下的一阶常微分方程组

。
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作关于���的差分方程组 �用���
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注 �� 对于一般在 〔� ，
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为方便计
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。
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我们在下文中常用到的是下面这个定理
。
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。
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二
、

外推法在非线性振动问题中的某些应用

研儿非线性振动时
，
人们要处理非线性常微分方程

。

要直接求出这种方程的精确解
，
在

数学上遇到了很大的困难
。

有些非线性方程
，
人们将它的解表成了特殊武数 �如椭圆函数

，

贝塞尔函数
，
等等 �

，
但求数值仍然很不方便

。

在术文中
，
用 “

差分外推
”
的算法

，
以简单

的程序
，
得到 丁很精确的数值解

。

这说明用外推法解非线性问翅
，
是值得重视的方 向

。

就我

们所得到的结果 看来
，
它似乎比有限元法还好些

。
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”
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线性振动问题的数值解
。
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作线性数学摆的振功
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，
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气 �十 �〕 卜
�

�下
�

助

在此
， �� 〔�〕是�

的椭图正弦函数
。

��

侧 �‘ �艺

宫�砂�
� 是对应于 �二 �� � 止渔

二

�
的第一 类全椭圆积分

。

二
︵

九口
一︷�

现在来求��
�
�的数侠解

。

分以下几个步骤
�

��� 令甲���“ �����
， 甲 ‘

���� �
�
���

，
则��

，�化为

� ��
���

� 一 �����
，
���

�〔 〔�，
�〕

�� ���

����
，�，�

��
产�

�弓�

�

��
�
���二 印

。 ，
������ �

显然
，
���

、
� � 、

����� 一 �� ���� 〔 � 沉�� “
�

，
且书。��

�

有界
。

所以
，
在策�

�

子可〔�，
�〕 �����，

当

�〔 〔�，
�〕 ，

��
，
�有��注一解

，
��

，
�也如此

。

因为，����有实数周期 ��
，
所以由��

�
�可知甲���有周期

注
�
参看冯登泰编 《应用非线性振动力学》 �

�

�

·
��

·



�� � ‘�

人

一
一 �取 �� �， 甲 。 ，

�由 、 。

贾
一

可知��
��是本质非线性问题�

‘

则 �二 � �� 兀

�

��

兀�自

。
亿�一 去���

“
�

����

�， 二」三�一丝

了�
。
�����

二 �
。
�������

下面只在 〔�， �
�

�

一 〕 汇��� 〔�，
�

�

������〕 中求数值解
�

���作差分方程
，
并外推

。

作��
，�的差分方程组

下

��� 丫�一 � ，���〕
�

二 ��
��� ��二 �丫

�
�
�

�� ��弓
�
�
�

二 �
，
�

， ， · ·

… ，
����

�

丫

· 〔了���� 丫�一 �
�
���」 “ 一 �� ��了 �

��� 笋一
’ · ’ “ “ “�

丫

�����“
丫

������ �
兀�

取 ， 二
一

丛�多盛飞妙 � �
�

�������

���

解出

又取

丫
， �

丫
�

�����及 ����� 二 �下
，
�二 �

， … … ���
，
����

�� �
。

�

��������
，
�月它替换��

、�中的
� ，
解出

�八乙

� �
，
�

，… ，
����

��目

�� ���及 � � ��� ��二
丈 �

我们在�����机上计算 �采取边算边印之法
，
只用了很少的内存 �

，
同时算出外推解

。

��
����� ���一 �� ���

��“ �� � �
，
�

，…… ，
����

��
������ ��

了 ，�

� ���一 �����

�
�、�

一，
��

�



机器实际计算及打印时间约为����秒
。

现摘几段数值如下 �原打印结果太长 �

注意在下表中
， 是按步长冬所取分点的编号

。

乙

无阻尼非线性数学摆的差分解及差分外推解教值表

� 了，

丁���
，�

��� ��� �，下 ��� ��丫 ��� 了����� ������

�
。
����

�
。
����

�
。

�����

�
。
��《、��

�
。
�����

�
�

�����

�
。
�����

�
。

�����

�
。
�����

�
。
����

�
。
�����

�

一�
。

�������

一�
。

�������

一�
。
�������

一�
。
�

�

�����

一�
。
������

一�
。
������

一�
。
������

一�
�

������

一�
。
�����

一�
�

������

�
。
���� �

。
����

�
。
���� 一�

。
������� �

。
����� 一�

。
�������

�
。

����� 一�
。
�����吐 ����� 一�

。
������

�
�

����� 一�
。
������ ����� 一�

。

������

�
。
����� 一�

。
������ �

。
����� 一�

。
������

����������

�� �
。
����� 一�

。
������ �

。
���� 一�

。
������

��� �
。
������� 一�

。
����

��� �
。

������ 一�
。
�����

��� �
。

������ 一�
。
�����

��� �
。
������� 一�

。
�����

��� �
。

�������� 一�
。

�����

��� 一�
。
������� 一�

。
�����

��� 一�
�

������� 一�
。
�����

��� 一�
。
������� 一�

�

�����

��� 一�
。
����� 一�

。
�����

�
�

������� 一�
。
����� �

。

������� 一�
。
����

�
。
������� 一�

。
����� �

。
������� 一�

。
�����

�
�

�������� 一�
。

����� 一�
。
��������� 一�

。
�����

一�
。
������� 一�

。
����� 一�

。

������� 一�
。
�����

一�
。
������� 一�

。
����� 一�

。
������� 一�

。
�����

��� 一�
。
�����

��� 一�
�

�����

一�
。
�����

一�
。
����� 一�

。

����� 一�
。
����� 一�

�

����� 一�
。

�����

��� 一�
。
�����

��� 一�
。
������

��� 一�
�

����

一�
�

�������

一�
。
������

一�
。
�������

一�
。
����� 一�

。
������ 一�

�

����� 一�
。

�������

一�
。
����� 一�

。
������� 一�

。
����� 一�

。

�������

�
��

�



���与精确值对比

��� 因为摆的周期�
� � �

�

�����， 所以当

�二

今
� �

�

�����时
， 甲 �

孕
�� �

。

又用能量关系

� 。 二

飞一
‘�甲 ， � �

一

璧
�

及 �� �
，
得

�
、

甲
’

气 一丁 夕
�

�� “ 训�� �
。
������ �

。
�����“ �

。
����

�
�

甲
‘ 、 �月�

任

�训

二 一 � ����

现在查差分解及差分外推解
。

当�� ���时
，

‘ 二 �” ” “

直一
。 · ”，�”�·

在此点的差分值为

甲
爵

一

�

令
�·

甲，

吾
一

�
勺

�二

甲“
一

瓜
‘ ，

� �

��� �止
一

�� �
。
��������澎�

。
����

�� 一 �
。

�����澎 一 �
。
����

�� �
。
��������澎�

。
����

、 �︸��一刁�一司
，�
一工产

下为
�

�� ， 丫 ，
��

甲 气 一一飞
�

�

�百
� 一 �

。
�����澎 一 �

，
������

�

�

产�
��谧�，�、
子‘��谧���
、

在此点的外推值为

、 ’
�

令
一

�二 �，

、 ， ’ ‘
一

令
一，� �，

‘
今

一

��

‘ 一

令
一

�

一 �
。
���������澎 一 �

。

����

� 一 �
。

�����划 一 �
。
����

于是

甲�

令
，一 、 “ 三

�
� 一 �

。
����

�一 印
尸

��共上�� �
�

��

����

� ，
�� 、 � 二

， �� 、 � 。 。 。 。 �

甲 、 一 �
一

声 一 甲 “
一了

， 一 � · � � ‘ �

甲 ， �
�

�己 ��印，
厂�里

，一�二 �
�

����

�

��



、 ‘一

导
一

卜 、 ·，
一 沂

令
，一 。 ·

�” 。�

甲， ‘
今

， 一 � ’ · ‘
令

一

，� ” · ” 。 。 ”

由此，出角度外推值甲 ’ ‘，，及角速度外推值 、 ， ’ ‘，，在 ，�

令
处分 别 精 确 到 “ · “ “ 。�及

。 � 。 。 。�。

用外推法只花了极少的劳动 �在我们的计算中
，
外推计算只给计算机增加了 �分钟

的运算和打印时间 �
，

而结果的精确度大大提高了
。

‘“ ，我们知道��娇
二 �

、 �
口

�� �
，

一 ，

将此值
一

与差分流及差分外推流作一对比
。

由 �
之 ��� 甲 。

�

兀
� 兮 ��

�
得

�
， 二

侧�一 �
�

� 训 �

�

所以

��

普
观察��

��式
。

侧 �

�

一 了�� �
‘

若取

� �
。
���������

�� �
� 二 � 十 ��

艺

��，示得 �均在 〔�， �
��

二
二，

� �
沪
二

，

梦卜
‘

不好对比
。

取

训 �
� 二

丝
� ��

艺

这时

斌 官一
二 �

·
����。 凌���

今�，臼
一一

小�

川椭圆正弦的诱导公式
�� ��� ���� 一 ，� �

得

�。 �、 �

所以
，

百
一“

一 “ ·
�‘�‘ 。 ‘��‘ ·

�，一

�· ‘
梦

� ���一 �·

梦
� �

一侧�
一 ，
�‘ “ 一 �

·
�����卿。�

��二 �
�

���������时
，

�
��曰侧

·

� ， ， 、 � 。 � ， � � �。 产 、 � 。 � ，
�

， 。 �厂 、 、

甲 � ‘ 产 一 ‘ 胜 “ 。 � � �
�

� �

� 盆� 气。 十 ‘ 工、 �夕

艺 石

二 一 �
�

���������澎 一 �
。
����

二
�� �� ��� 一 �一 �

。

����������〕



又

县一飞
�

��俗
︸一

飞

哄︾甲 产
���

�、�� �� ���� �侧 � �� ��

念

�� �侧 � �� ��

‘
气�二 �

�

���������
，
丫 � �� � 二

李
十 �

。
卜妇

� ，��� � �氏�二 一 �� � ，
�� �� � ��又�

一

二 �� �

�
产

�十 �
厂

�。 ��
一

�
。
丫

·

�
，

�

�、��
���

。 �
�

� � � ，

�
� 。 ，� 、 」 � ，

�
� 。
二

、

‘ 、 匕 � ’ ‘ 、
犷 个 ‘ 入 尹� “ 、

犷 甲 “ �、 夕

甲 尹
��� 一 �

�

���么�����郊 一 �
�

����

�
�

�� �，

、，，自

一
��

�

厂、

现 龙与差分故及差分外�侧直比较
。

因为

�
。

���������

丫 � ���
�

��澎 ���

�

所以与龙分数值表中的�二 ���处的值比较
。

在这

印 下 ��� 二 一 ��

甲 �

抓��
�

一 �

飞��� 甲 乙 ���二 一 �

一点
，

有差分解

����

����

甲 ‘
犷���二 一 �

�

����见

及外推解

甲 �
���二 一 �

�

����

甲 ，� ���二 一 �
�

����

附带指月

因为
�

卜沂说步

�
，
若初始能 准过大

，
此数

·

笋摆将转劝妞来
。

但仍可用此差分外推法求数值解
，

�的展开式����和 ���仍成立
。

�
�

阻尼朴线性数学摆的振动

这种户
」
�题引呀到如下方程

’、。 ， ���� 入印
，����』��� 甲 ���二 �

��
�

�
、

�甲 ���
�

一

甲 。 ，
甲

’
���

二

一
。

、

场甲
。 ·

爹
一 叽

“ 。 ‘，扛
‘

已反映 �’ ，卜川生振动 ‘可孤 “�
‘

常�“ 分
一

“ 程定性理 ‘仑可好‘证���注 ’ ，

注
�

�

见仆�彦谦编 弋书微分方程讲义 》 第二版�
�

���一���

主�



在相空间�甲
， 甲 产�中

，
当�一， 十 二���的轨线趋向��

，
��

，
由此可知��

�

力在�〔 〔� ， ��� 〕

有唯一解 、 ���满足甲�。�一 要
一 ，
甲 ‘
���� �

。

又由
‘

、 “ � 一 ‘甲 ‘ � 一

爹
�‘�甲 � “ 、 ， 、 ，，

知�〔 � “ ，

故甲��� �
� “ 。

由定理 �
，
���可用差分外推法求数值解

。

具体做 法 仍 然 是先

将���化为一阶方程组

卜
生

一

� ” ‘”

…价一
‘ ” “ ’ 一

号
�‘ “ “ “ ’

匕
“ ”，一
苦

一 ‘ ’ ‘。，二 。

�‘ 〔 � ，
�〕

再写出差分方程组

〔��‘ ��� ��
一
�，丫���〕 � � �丫���

〔 ��“ ‘ � �，一 ��下‘，， 〕 � 一

号
�‘���“ ，， 一 ‘ ��‘

�����票
一 ， � ������ �

在 ‘ 〔 。 � 上解出�
�“ ，，及�� ’ “ ，。 再取步长爵

，
解出 � �万

一‘，，及 ���
一 ‘，，。

然 后 ，“”

���求出外推解�
‘ ����及�

�����
，
即可得到精确度大为提高的数值解

。
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