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极点配置法在工程控制设计中的应用

电气工程系 易 宜 连

摘 要

本文运用 《现代控制理论》 中的极点配置原理
，
对单输入一单输出系统的设计

综合出了一个具体的计算程序
。

关于单输入一单输出线性定常系统的工程设计
，

目前大都采用频率法或根轨法
。

然而它

们是基于����图或根轨图
，

是属于试探法的范畴
。

本文根据 《现代控制理论 》 中的极 点配

置原理
，
运 用状态反馈

，

对工程系统采取解析法来进行设计
。

重点是研究单输入一单输出系

统的极点位置与系统品质的关系以及应用极点配置法进行工程设计的具体步骤
。

一
、

单输入一单输出线性定常系统的极点位置与系统品质的关系
。

在工程控制中
，
对一般要求的系统

，

采用单位阶跃输入信号来研究系统的劝态品质
。

下

而分别对 二阶系统及高阶系统进行论述
。

�
、

单位阶跃函数作用下二阶系统的超调 量�，
，
过渡过程时间�

，
峰值时间�

�

与极点位

置的关系
。

二阶系统 �见图一 �传递函数的标准形式
，
即
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由于����� ���卜 ���� 二 下 �
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图一 系统方法图

可从式 ���求得二阶系统在单位阶跃函数作用下输出信号的拉氏变换
，
即

�
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，
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�
艺 � �否。

。
�� 。 � � 二 � ���

它的两个根是
�

�
�� � 一 �

。 � 士 〔 �。
侧乙

“ 一 � ���

式 ���说明二阶系统的特征根 �即闭环系统的极点 �随着乙取不同值而异
。

二��时
，
特征方

程具有两个不等或相等的负实根
。

此时系统以无超调量
，

但过渡过程太慢
，
工程设计上一般

不宜采用� 否二 �是虚根
，

过渡过程是等幅振荡� 若��
，
过渡过程是单调发散或发散正弦振荡

形式
。

这两种情况
，
系统是处于不稳定状态

。

因此
，
乙毛 。都不能采用

。

只有当 。 �乙��时
，
这

才是工程设计常使用的范围
。

当。�百��时
，
特征方程具有两个共扼复数根

。
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，
得过波过程
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过渡过程时间仁
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把��与蜘的关系
，
��与�的关系画成曲线

，
如图三

、

图四所示
。
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日三 ��一。 。犷‘�工线 图四 ����曲线

有了这些曲线就容易由给定的品质查出所对应的闭环极点的位置
，
为配置所希望的极点奠定

了丛础
。

�
、

单位阶跃函数作用下高阶系统的超调量街
，
过渡过程时间�

，，
峰值时间��与极点位

置的关系
。

设高阶系统的闭环传递函数为

�
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闭环极点
。
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它们可以是实数
，
也 可以是共扼复数

。

价东高阶系统的闭环拔 恨中既育实数点又有共扼复数

点
，
则主单泣阶跃函数 车用下

，
系统输出量的拉氏变换式 丁写成如下一般形
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求 ����的拉氏反变换
，

得高阶系统的过渡过程����如下
�
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式 ����表明����含��’ 指数曲数分量栩 良减的正弦分量
。

如采方程 ��飞�所有的 闭 环 俊

点都位 尹左半�平面
，
那 么系统将是德定的

，
式 ����犷�“的排数函数分量�

、 � “ �
�是健 减 的

。

控制
一「二程中系统的稳定性是系统�

‘

乏好，全衍的先决 长件
。

夕
一

�业
， �

工程设计中沂希望的系统闭

环极点都应处于左半�平训内
。

在前面二阶系统的分析中
，
已�七 �、闭环极点

��勺位置 与系统品 �介与关 系
。

如果 介
二

高阶东统

中 也能找出类似关系的浪
，�亏

，

邵 么当洽定�
� 、
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后
， 、 泣能汉列

，
佗
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少 �些性能 括 标阶 去 要

的极点����段
。

从而根据极点尼牲原理
，
设计�跳所而的状态反馈阵

，
使系统的闭环 吸 饭处 于希

望极点的位置上
。

但是从式 ����沂出很难才戈
�

书立种简单灼关系
。

因此必蕊采 幻主 学极 报
，

概念
，
用一个二阶系统去近似地代替一个高阶系统

，
所谓主 导极点

，
就是指 了�几抢制系统

�
��

，

如果有一对离虚轴最近的闭环共辘复数极点
，
具周围 尼零点

，
而其它闭环极 汽史虎轴的距离

是 上述那对共扼夏数极点离虚轴的距离五倍以上
，
则高价系统的过渡过程形式及

� ‘
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质
，
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要取决于
�

��述刀卜对共扼复数极点
，
刀卜对共扼复数极点就称之为主 导吸点

。

很据主 浮汲点的概念
，
可求得高阶系统反应 单位阶跃函数过渡过程为近似

一

夫达式
。

没一对共扼复数 汲点�
、 � 二 一 �士�晰为高阶系统的主 导极 派

，
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求得高阶系统过渡过程的近似表达式为
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权据近似表达式 ����可计算出高阶系统性能指标的近似表达式
。

峰值时间��

对式 ����取对时间的导数并令其为 �
，
即
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式 ��弓�表州
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闭环系统的零点存在使�� 减小
，
即提高了系统的反应速度

，

而且零点靠近虚

轴越近
，
上迷的 汀�，�就越大� 主导极点以外的极点存生

，
使�

。

加大
，

即使系统反应的速度降

低 � 川果闭林系统的极点和零点彼此靠得很近
，

它们对系统过渡过程的影响则互相低消
。
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，
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，
则饰 将变
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，
主导极点以外的极点��� �二 �

，
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时
，
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。

过渡过程时间�。

由于高阶系统过渡过程可通过与一对共扼复数闭环主导极点对应的过渡过程分 量 来 近

似地描述
，

所以计算高阶系统过渡过程的时间与计算二阶系统过渡过程时间的关系式相同
，
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二
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状态反馈和极点 记置原理

在经典控制理论中
，
对单输入一输出系统

，
为 」” 改善系统的品质往往采用反馈控制

，

但

反馈量仅仅限于系统的输出量
，

或者是它的导数和积分
。

而在 《现代控制理论 》 中则认为输

入引起系统状态的变化
，

状态的变化决定千系统榆出
一

甩灼
一

乏化
。

如果把状态变量也反馈到系

统的输入端与输入量共同组成控制变量
，

那 么系统的性能必然全比仅由输出量的反馈所得到

的性能更优越
，

这就是状态反馈
。

由前一节的分析中清楚的看到
，

系统的品质在很大程度上取决于闭环系统的极点位置
。

如果能够找出满足给定性能指标的希望极点
，

然后通过状态反馈使闭环系统的极点成为希望

极点
，

那 么所设计的系统就能满 退给走性能伯标泊妄求
，

达就 决所月极点配置
。
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对单输入一单输出线性定常系统引入状态反馈后 能任
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代极点的同时
，
却不改变其零点的形态

，
除非人为制造零极相消

。

在决计时 必 需 加 以 注

意
。

当控制系统工作于伺服状态时
，
除了按极点屺置原理确定反馈阵�以满足系统性能指标

外
，
还要保证系统满足给定的静态指标叩系统的跟踪误差

。

为此还要引入输入变换阵�
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�
一‘ � 。 银

当� ���二 ����时的跟踪误差一一

� � 小
‘

�������� 〔�一干����〕 二 �一
�日

。

� �

����

当� ����

� � � 小
。

二 ��一

�时的跟踪误差一一

�����小
。 ，
���� 〔�一 �����〕 �� 〔�一���� �〕 � � �

����日
。 。 工’ 一 日

。 � 。 �

� �� �
����

时的跟踪误差一一

﹄卜��
产卜���吞�︸

���
一

︸�工一，‘

当� ���二

。 � 一 小
�

�。 ��丫��小
，。

���十

去中
� 。

�� 夕

‘

二 ��一

哄
�
��丫�

十
�氏扩 二署

之少
。
一 � �日

、 〔
��

。 带 二

，

�日
，� ��

丫

扩厂
�

� �日
�

��
。 谁

����

由式 ����
、
����

、
����号出

�

位置跟踪误差
� 。

为零的条件是
�

����

速度跟踪误差
� �

为零的条件是
�

��



�
，

�‘
� ��

����

����二���
一一

�︸�

�尸��
�

加速度跟踪误差
� �为零的条件是

�

� �

日
。

� 。

� �

����

� �辛

二

矛

�卜一丸轧一轧�
口尸��︵匕
�

口尸

产��

���谧���
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三
、

工程设计的具体步骤及举例

利用 《现千弋控制理论 》 中的极点配置原理进行工程设计
一

时
，
具体步骤大致归纳如下

�

���建立系统的数学模型

根据用户对系统提出的要求以及使用条件
，
环境等各种因素

，
合理地确定系统的性能指

标
。

然后确定好初步方案
，
选择元部件

，
拟定整个系统的开环原理路线路图

。

根据线路图用

解析法或实验法找出每个元部件的传递函数
，
进而得出整个开环系统的数学模型一一传递函

数
。

���化系统的输入一输出频域描述为状态空间表达式

设单输入一一单输出线性定常系统的传递函数一般表达式为

� ���二
� ���� �

。
�

� � ���一 ’

� ��� �
� � � ��

，卜� �户
…… � �

� 一��� �
�

� � �一� �� � 。 ����

据据系统的传递函数找其相应的状态空间表达式
，
由于选取的状态变量不同

，
状态空间

表达式的形式也不是唯一的
。

如果选取的状态变量在物理上是可测量的
，
那 么在形成状态反

馈时 就 很 方便
。

相反
，
选取的状态变量在物理上是不可测量的

，
为了形成状态反馈

，
就必

须采用状态观测器重构状态
，
这就会使系统的结构变得更复杂些

。

另外
，
选取不同的状态变

量构成状态反馈后
，
系统所具有动特性的优劣也不会一样的

。

因此就需要进行比较
，
全面权

衡
，
择其适合者

。 一

下而介绍几种形式的状态空间表达式

�
“

能控规范型

没 � ����
日
� �

旦丝

�
�

�
�一� � 日

�一� �
�一� 十 … � 日

、
�� �

。

� ��一� �
” 一� � … � � �

�� � 。

� ���� ������ ��

����� �����

����
、���、
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�
�

�
�

�
���

�
�一
�

式中

式中

� 又 工� 作只
一 � � 一 � �二

‘ � “ 一 � � �

声�

�
�

�
、 、

一一�

�
。
�

�� � � �
， � 义 �维愉入阵

� � �
�

�

� 了

� “ 〔日。
日
�……日�

一
� 〕 �� �绍�输�于�矩�车

� � 〔� ，、
� �…… 、

�
� 〕

‘

��

一
�全��

三

歹��丁自】肚
�一 输入量

，
标量

。

�一输出量
，
标 鬓

。

�
。

能观规范型

�����二 ������ �
〕 �

谧
������ �����

�日
。 �

二 � � 日
， � 。 � 。 八

�二 � 曰 � 乞 � 〔 。 、
�� � … 月

�队
一

衫
厂

�

� �
「

一 � “

� � � � � � � � � � � � 一 。 口

�
，， ，

� 一 � �

� 二

� � 一 �

除此以外
，
还有对角规范型及约

’

场规范型等
。

���判断系统的能控性

因为只有系统的状态元全能控
，

才能沃意配置系统的极点
�

� � �� � ��

����

贬� 一 ��

若能控性矩阵��它 〔�三���… ��
’ 一 ‘
�外比秩

即����〔�三��� 二 ��
“ 一 ‘�〕 二 �则状态完全能控 【证明略】

���根据确定的性能指标
，
确定闲环系统的希望极点

对于 二阶系统超调量��
、

峰伯时间�
�

和过渡过程时间�、 与系统闭环极点的位 置 有严格

的数学表达式 〔式 ��������� ����〕 ，
当性能指标给定后

，

就可根据公式算出或 由曲线

�图三
、

图四 �查出极点的位置
，
从而确定了希望极点

。

·

��
·



对于高阶系统应用主 导极 点的概念
，
将它用一个由一对共辘复 数�

�� �二 有 一 � 土�。
。
为

主导极点所决定的二阶系统来近似
。

这里应该注意的是除主导极点外
，

系统还其它极点和零

点
，

而零点的形�态通过状态反馈后仍不改变
。

这些零
，

极点的存在都将对系统的性能产生影

响
。

特别是应该注意到应用主导极点的概念是有条件的
，
即在它的周围无零点存在

，

且其它

极点离虚轴的距离都要比主导极点离虚轴的距离大五倍以上
。

如果很据性能指标所确定的希

望极点与系统灼 孚汽很接近
，

左这种情况下就得先使用一个校正环节把那个与主导极点相接

近的零点消除
，
否则是违背了主导极点的条件

。

另外零点的存在使过渡过程的峰值时间�
，
减

小
，
从而提高了系统反应控制信号的快速性

，
但也使系统的超调量� �

增大
，

使系统的阻尼 性

变坏
。

主导极点以外的极点存在
，

对系统产生的影响与零点的影响恰相反
。

所以在配置系统

的零
、

极点时要很好地处理这些关系
。

希望极点确定后
，
就可算出闲环系统的特征多项式

，
即

����

�

��
， 。 、 、 �

， ， � � 。 � ，

� �� ， 又 乙 一 人 � 少 二 � � �下 � 一 ���一� � …
‘
二 � � � ‘

� � � 。 下
几 � 工

����

式中入� ��� �
、
�

·

一
” �是希望极点

。

���把由传递函数得来的状态空间表达式化成能控规范型
，
并确定其变换阵�

一 ‘

设系统于三 �
’

互 百 万夕为

�艾���� 又交����
蔽 �� �

�
， �、 �一

毛���� ����

其传递函数� ���
� 日
�

二 �
�竺卜旦

，
卜 ��

“ 一 ，、 … 、
日

�
�

、
�

。

�
� �

。 一 �
�

�一 ‘ � ���
�� 。 ����

〔��一 �〕 � �
， � � �一 �

�卜 ’ � … � ���� � 。

、�����
古矛��

，土

特征多叹式为�
� �

经非奇异变换阵�

� 二 〔又卜
‘
石�又

“ 一 ‘
万�… �几

� �一 �

��� �

、 、 一 、

一 �

江。 一 孟

变换舌
，
得能控规范型

��

考

� �� ��� � �� ���

七� ��� � �二 ���
����

其中� ��� � �� ���

����

、�州��
产� 一
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一 ‘

众
�

�汽厂几、一 ‘性几‘

�
��

’

�
� “ 丁一
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���
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� � �� 二 〔日。 、

日
， “ ·

… ，
印

一 �刃

且日
� 一 � � � �

�遵��

几
一 � 二 � ���十 。 一 ���

日
。 � � ��

，一 ‘
�� 、‘， 二 ��卜

�
�� … � 。 ���

由能控规范型导出它的持征多项式

��� 〔��一 �〕 二 �
”
� � 。 � �

�
“ 一 ‘ �

一
� ��， 、 �

‘
�。 �理��

�� �对能控规范型状态空间表达式确定状态反溃阵

由于受控系统的极点并不是希望极点
，
如果已判定系统是�尼全能校

�、
于那 么就 可以通过

状态反馈进厅极点配置
，
使闲环系统的极点处 厂希望极 叔的泣置上

。

由能控 况厄塑确 定 昵

范状态反馈阵为
�

� � 〔� 。 一 � 。 ， � � 一 ��… … � 一 � 一 �丁、 一 ，二 �峨��

而对于受控系爱尧云 二 �灭
，

百
，
丁�比状态反以阵扰成为

� � ��
一 ‘

�� �确定输入变换阵�
，
以满足静态衍标的要求

由第二节的分析中已得 出

消除位置误差的条件是一

之与除速度误差的条件是一

�

�五
�

公
�口

� 。 ‘ 帝

�
一苍

〔透��

��� �

����

消除加速�文误旅的务介�亨二
� �

一一

。 〕 �

���

萝
�

�

“诊例
�

给定受控系统的递传函数

�

��
·



� �� � 一 、 二 二一 �二 � 一
二

��
二二 � 、 、 �一 �

� 咬 �
。
�勺� � � 少 又 �

。
� �� 十 � 夕

要求系统满过下列品质指标
�

�
�

静态位置误差印 二 �

静态速度误差
����

�

俄

�
�

超 洲 工匕不超过���

�
�

过渡 过程时间� 毛�
�

��秒

设计过程如下
�

���由传递函数习训大态空间表达式

� �� � 二 ����

���
。
���� ����

。
���� �� ���� ������ ����

国六

松州传追函数是由四个环节串联而成的特点
，
选取每个环节的输出作为状态变量

，

如上

图所示

于��导状态空间表达式为

��
�

川
�

� �‘ �一��
� �‘ � �一 ���‘�� �� �‘ �

� 。 �� � �

一 �� � �

� 一 ��� �

，
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��
�
����十

��
���
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�

� ���

� ，

�

���� 一 ����� 〔 。 � ����〕 �� 。

��
一一一一一一一

�
一一�
一‘一‘�一一一‘

�����

、夕上�了、

�
�
���

�
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���判断系统的能控性
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能控性矩阵�、 � 〔����三� “
�〕 二 � � � 一 ���

�︸八��
�

�
气吃、

丫� 。 ��组“ �，
所以系统完全能控

�� �根据品质指标确定闭环系统的希望极点
。

由于系统艺 � ��
，
�

，� �是一个三阶系统
，
我们用一个二阶系统来近似地代替

，

这个二

阶系统应满足给定品质指标
。

由��二 ���查曲线 �图四 �得

�
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丫 �
一

二
，

� �
。
�丫

�� �

�
卜日 � ” 陌飞一 �△ � �

�

肠 �得

�二
�

多
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�

�

丫

� �
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百涛亨
一 土 。 · ‘ 乙

一 对共扼复数的闭环主导极点为

�� ， � � 一 �士���二 一 �土���
�

��

选取第三极点 ��阶系统要选取�个希望极点 �

�， � ���� 一 ��

所选取这对主导极点�
， 、

�
� ，
其周围无零点

，
且第三极点�

。
离虚轴的距离是主异极点

离虚轴距离的��倍
，
符合主导极点的条件

。

根据所确定的希望极点可导出希望的闭环特征多项式
�

�

�� ���二 �� ��一 入� �� 〔�一 �一�� ���
�

���〕 〔�一 �一
�一���

�

���〕
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� � �把状态空间表达式化成能控规范型
，
并确定其变换阵�
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受控系统的传递函数� ����
����

���� ������ ����

���

�
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其特征多项式
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