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自 补 图 的 构 造

数学教研室 周 尚 超

摘 要

书文着重讨论了自补图的结构
，
主要结果是

�

��� 定义了标准自补图
，

构造了所有标准自补图
。
证明了、 飞，阶标准自补图有 ��“ 个

，

互不同构的不多于 ���一�个
。

��� ���价标准 自补图是拟正则图
，
即有 ��

个顶点的度为 �
，
其余顶点 的 度 为 �

�� � � 二 �� 一

�
， �
��镇 �� 一

��

���定义了���矩阵和 自补图的���积
，
证明了任意 自补图 涟若干

·

，�’ 标 准 自 外图 的

���积
，

��� ��阶自补图 与�阶 自补图的���积是 �� 十 �阶 自补咚�
。

定义 � 有 ��个顶点的度为�
，
其余顶 以的度为 �的 �叫介自补图称为 �度拟正则图

，

这里�� �
‘ � �二

一

�
，
�� �� 一

�
。

命题 � 若�是�度拟正则 ���
阶自补图

，
贝��》 二 。

‘

证明
，
在�� � �一 � ���

，
� 。 ��

一

是 ��
阶

�
龙全图�

的边有 �� “
条

，
因此在�

，
扫有 �二 �

条边把度为
、�的顶

中把心
�

������的顶
�

执与度为 � 峋顶 点邹接

又与度 为 �的，�点邻 接 ，
故 有 �少二 。

命题 � 设�是�阶自补图
，

丫是自为沙
�

为三的顶点集
，

则七子有 厂
�

刘胜质
�

��

�
�

�

�
�

�
� �

一 、一 、
�

·

���是连通图
。

�� ��
。

�� �

�� 【��

���工
，� ���

，
�，、� ���三拭�

�� ‘
��

。

���至多有两个端点
。

证明 �� �� ��是显然的
。
��

，

之
下。 �� ，

�� �
， 。�、���

�、 。

�
二 �

，
有 �个顶点灼

�
’

�� 孟 � “ 产 ， � 了‘ �
奋�、 ‘ ” � 。 ， ”

夕 ’ �
’ ‘ ’ �

’ “ 、 ’

�
’

�一
� � � ， ’ � �

’
刀

、 “ �‘ ’ “
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�

�

��
�



攻为�
一
�，
这三个顶点中的每一 介至少和两个度为 �的顶点邻接

，
这样 �个度为 �的顶 点的

度之和少 �
，
矛盾

。

因此 ��
�
�《 �

。

类似地可证 ��
�

�簇�� �����
一��

��度为 �的顶点叫端点
，
由�� 即得 ��

。

希�题 � 设�是 自补图
，
�是同构

� ���
�

若�是�的顶点集�的子集
， � ��� 二 �

，
则

�导出的子图 是自补图
。

图 〔 ，

的
一

导出子图�
�

是指
，
� �

中两个顶点邻接当且仅当它们在�中邻接
。

系 �
一

羚� 是 自补图�的度为尸万度为�一
�一�的顶点的集

，
则�

�
一

导出的子图是 自补 图
，
若 干

个这样的顶点集的并也导出自补子图
。

系 � 叭
，
� �一 �一�是 自补图�的度为�和度为�

一
�一�的顶点集

，

则 ����是偶教 ����“
一

��

、、明 � �� 。 一 �一，导�，�，。 、卜
一

�·图
，

而��‘ 、 �
�
� 。 一

�
一，

�
，

�
�

�

�� 。 一 �一，
�
� “ �����，

所 以 �� �丈己偶教
。

系�
，
若 � 一 �� 十 �

，
贝����

� �

�
一 �������

� ‘ �� �

证明
，
由系 �

，
所有度不是�

�
的顶点的个 数 是 偶 数

，
故 ��

��
�� � ������

，
又

���
��、� � �

。 � ，
���导出自补子图

，
故 ��

��
�� � ��

����

系 � 设�是同构
� � � �

，
�� �，��…�。 是�的互不相交的循环分解

，
�� � ��

�� �…��� ，

则 �
。 �

�

。 �
‘

二 、 �

�导出自补子图��，
����

�。 � �。

系 � 设�是自补图的同构
，
���

一

，� ，
�
一
���

�…��是�的不交的循环分解
，
则 �的每个因

子的 长飞
�

一 � �� ����
，
而至多只有一个因子的长度为 �

。

���明
，
己�系 �

，
若�

一

�� �� �… � �

�
，
知�一 � ������或�一� ������

。

若�一�������

而�� �
。 � �

与�
�

在�中邻接 ” � �

与� 。
在 �邻接 。 � �与� �在�不邻接 、 � �

与
� �

在 � 不 邻 接

�
� 。
与

几 �

在 �邻接今
“ �十 ��与

“ �� ��在�邻接” “ ���� � �与
“ ���� � �在 � 不 邻 接

�
、 ，
打二在�中不 邻接

，

矛届
一 。

因此若�一 � ������必有�·�
。

即
� �

是�的不动点
，
若 �有

多于 �个不功点
，
例如�，�， 若�

，

�在�邻接
，
则三

，

�在�不邻接这与�是同构矛盾
。

因此 �最多

只 二方
一

个不动点
。

系 �
，
�� ��乞

，
�有�

“ 十 ‘个顶点
，
则�恰有一个不动点

。

若�有�
“ 个顶点

，
则 �役有不

动点
。

定义 � 若�是��阶自补图
，
�生存在一个同构�

� ���
，
�是�

�
项循环

，
则 称�是 标 准

自丰卜图
。

设�的顶点集为�
，
�

二

�
‘ ，

�
，

一 ‘ ·

�
，
� �一

�
‘ ，

�
，

一
‘一�

王
，
�

� 一

�
�

丫�了么

�
�任

，，�

�
一

�
��，

��
， … ， �‘。��

声� �二 � ������ �
，
�

‘ 。 � �

�
��
的这种子集称为�型集

。

�
��

�



引理 � 丫
一
�

的�型子集有�哟、

触
� �表
该

合
�
�十 � ��“ 按模��运川

引珊 � 若�〔 � ，
则�不 任� � �

，
若�〔 ��，

�不 任�
，
则�〔 � � �

引理 � � � ��和元都是�型集
。

这里 兀��
一
��，

� �丁入
一
中 �空集 �

。

定义 � 邻接�与�的边的长度定义为 ��
一」�与�� 一

��
一

��中较小者
。

�
一

��，��…�。

�是
。
维向量 卜

�

一 。或 �
。

把向最�的分量是 �的变为 �
，
是 �的变为 �

，
这样得到的向量记为百

。

全、
一

��� �
一
�� �� �

� � … � �
�

�
�
���是�的顶点集�

，
导出的子图

�

这 「魁� �
’ ��

�…�。
�

，
�‘

一
�当且仅 当 � �

含有所

有长度为��的边
，
卜
�·
�当且仅当�

，
不含长度为��的边

。

类似地�
�
���是�

�

导出的子图
。

引理 � 不同的�
、 ���有�

“

个 ��
一
�， ��

引理 � �
�

�� �是��度正则图
，

若�
�·�� �抓��是��卜�度正则图

，
若�厂�

，
��

一
�， ��

定义 � ���
，
��是这样臼

一

个日
，
� ��

，

功 的行数顶点集异出的子图是�
� �� �

，

偶 数顶点集导出的子图是�
�

佃 �
，
� ��

， ��的奇数顶点与偶数顶点是这样邻 接 的
，
与

�� ��邻接的顶点集是� � ��
，
这里�是�

�

的�望子集
。

定理 � �
一

� ��
，
��是��阶标准 自补图

，
以�。 项循环�

一

����� 二���为同构
� �� �

。

以�为同构的�
�阶标准 自补图有�

�“

个
。

证明 由引理 �
，
�

�

的�型集有�
“

个
。 � 维零壹向量�有�

“

个
，
因此� ��

，
��有�

忿”

种

不同的画法
。

若�
，
� 〔 � �，

��
，
� �是�

�
的长为��的边

，
则�

�

不含长为��的边
，
即 �� �与� � �不

邻接
，
因此右不中 �� �与�� �邻接

，
即 ���� 与 �� � �邻接

。

反之若�与�不邻接
，
可 知

����与����不邻接
。

以下要证奇数顶点与偶数顶点的邻接情 况
。

先 证 与 �� ��邻 接 的 奇 数 顶 点 集 是

�� �趾 � �
。

若 � 〔 � � ，
�不 任 �

，

从引理 �
，
� 〔 � “ �

，
�� ��〔 � � �� ��

，
� � �� ��是 与

�� ��� �邻接的顶点集
，
因此�十 ��与�� �� ��邻接

，
即�� ��� �是与 �� ��邻接的顶 点

集

若�任�
，

则 �不 任� � �
，
�� ��不任� � �十 �灰

�

�� ��
一

与�� �� ��不邻 接
。

由此得出与

�� ��邻接的顶点集是�十 ��� �
。

若�� ��与��邻接
，

则��〔 八 牛 ��
，
��� �‘ 入 � ��� �

，
��� �不 任灭 � ��� �

， ��� �与

�十 ��不邻接
，
因此在 币卜��

月
一

�与�十 孔邻按
，
即�����与 ���� ���邻接

。

同理 可 证
，

若�� ��与��不邻接
，
则���十 ���与���� �不邻接

。

这就证明 了�无同构
� ���

。

下面要证
，
若�是以�为同构的图

，
则

一

定存在�型集与向量�
，
使得 �

�

� ��
，
��

，

在�中 �和�邻接�在承卜�与�
� �邻接�在�中�和�� �不邻接净在 �中 �和 �� �不邻接

�在�中 �和�� �邻接、 … ，
简言之

，
在�中

�

�和�邻接“ ，�千 ��和�� ��邻接

，，�� ��� �和�� ��� �不邻接



特别地

�和��邻接“ 、 �� ���
一���� �和��� ���

一���� �不邻接
，
即��

一��� �与�不邻接
。

这说明和�邻接的顶点集是�型集
，
而和�� ��邻接的是� � ��

。
� �
含有长度 为��的 边

当且仅当�
�
不含长度为��的边

，
因此�

�一� �
���

，
而�

�·
��

区��
·
� ��

，
��

。

证毕
。

例 � �
一

��
， �，

�
，
��

。
�阶标准 自补图有下列 �个

。

它们都是同构的
。

� � � � � �

� � � �

定理 �

证明
’

图 �

��阶标准自补图互不同构的至多有�
“ ” 一 “
个

。

� ��
，
��

·
� ��

， ，
� ��

，
��丝 � ��

，
��

，
�丝表示同构�

。

下面要证
。
� ��

，
�� 丝� �灭

，

��

��
。

令� ���
一
�一�是��个顶点的一一对应

，

��记法
。

设�
，
�在� ��

，
��邻接

，
�
，
�都是奇数顶点

，
�是边 ��

，
��的

·

长
，

对顶点 用 模

则 �也 是 边

��
一
�
， �一��的长

，
因此 ��

一�， �
一

��也是���
，
��的边

，
卫�� ���与� ���在 � ��

，
� �

了邻接忿
，
反之气

、

若�， �在�
，

��
，
��中不邻接

，

则可推出���� 与� ��� 在� ��
，
��中

屯邻接
“

若�
，
�都是偶数顶点

，
证明是类似的

。

若�十 ��与��在� ��
，
� �中邻 接

，
则 �� 〔

·
� ��

， ��
一��〔 � ，

据引理 �
，
�不 任� � ��

一
��

，
��

一
��� �〔 � ， �

一
��〔 � 一��

，
在���

，
��

中与�
一��邻接的顶点集是�一��

，
即�

一��与�
一��邻接

，
即�����与 ���� ���邻 接

。

因 此

�是同构
�

�

� ��
，
� ��� ��

，
� �

，
而� ��

，
� �丝 � ��

，
� �

一

� ��
，
� �

。

这样
，

� ��
，
��

，
� �瓦 函

，
� �灭

，
��

，
� ��

，
百 �这 �个图都是 以 �

一

���� ��
如 �为 同

构
� �，�且任两个都不相等 。

因此在�
“ ’

个图中
，
把同构的划为一组

，
每组至少 �个

。

因此

互不同构的不多于�
“ ” 一 “
个

。

定理 � ��阶标准自补图是�度拟正则图
。

这里 �
一
�扭 �� 十 ��

一�，
��

一
���或

一
��。

��
一��

一
�

， ���簇��
一 �

。

设� ��
，
��是��阶标准自补图

，

由引理 �
，
� ，

���是��或���
一 �度正则图

，

每个奇数顶点与�
个偶数顶点邻接

，
因此奇数顶点的度是

� � ��
一�或 � 十 ��

，
偶数顶点的 度

是��
一
��或��

一
��

一�
。
�簇��� ，

所以�簇�《 �� 一
�

。

例 � �个�阶标准自补图
。
�

�一

��
， ��

，
� �
��

， ��
，
� �一

��
， ��

，
�

�一

��
，
��是 �个�

型集
，
� 广瓦

，
� �

砚
� 。

�，一
��

， ��
，
��一

��
， ��

，
�
� 一

��
，
��

，
�“ ��

，
��

，



��·

反
，
��

花飞
。
取�

�，
� �
与�

�，
��

的不同组合
，
就得到�个�阶自补图

又又又
� ��

�， �� � � ��
，，
�� �

丫丫丫
� ��

�，
� � � � ��

�，
��
�

图

定理 �的逆不成立
。

例 � 下面是两个 �度拟正则 �阶自补图
，
但不是标准 自补图

。

图 �

��



定 义 � 令�二�二��
�、����

， �
一

��
， ��是�

， �的最大公约数
，
�� �矩阵如下

飞��

�
����
��了厂

�

��
�

�二
�。

�
� … �

��
·

一

明 … �� �� … �
。

�
二 一 � … �

�
�� …�二二，

�� … �
， … �

�
�� … �，

︸一么…
�

又

其中 �扮。 或 �
，
�‘ �瓦

· �， 除去偶数行元素上方有
“
一

”
号外

，
�是循环矩阵

，
� 称为标准

自补图复合矩阵
，
简劝���矩阵

。

命题 � 若�是
� � � ���矩阵

，
�

·
��

， 、
�

，
则�有下列性质

�
’

��万
·
�盯�是舵�矩阵

，
�

一

�

� ��
尹

是�� � ���矩阵

� �对所有�
，
�
，
�‘�

一��，�，二 � ，
一， ，一��对下标分别用模�和模�记法 �

。

� �不同的 � 有 ��个
，
�由向量 ��

���…�。
�唯一决定

。

这里�
一

�、 ， ��
。

命题 � 若 � 是 �� �矩阵
，
�“ �二 。 ������� 的元素是 � 或 �

，
对 所 有 子，

�
，

��，
一
�，、 ��、 � 二 ，一�， 则�是���矩阵

。

证明
，
设���， �

·
��

， ��
， �· ��

，
�
一

��
， ���

一

��
。

设�的第一行为 �
。 �， 。 �， … 。 �

�
，

则第二行为 �百
，

邵
二

界
�
�

。

故除揭数行元素上方有 “ 一 ” 号外
，
�是循环矩阵

。

据循环性
， �

�， ·

瓦一�
， ，千 ，一 。 ‘ 十 �一� �今�

。 �， ·

瓦今… � 、 。 一 ��，、 ，一 “ ，。

山�� � ��知��
，� ，
��

，… ，
�� 一 ����二 ��

，
�川

，… ，
�� 一 �����是模�的�个不同的 数

，
又 都

是�的倍数
，
又��

，

�� 二 �
，
知它们是�的�个不 同 的 倍 数

。

故 得 仍
， � ，
�。

，… ，

�� 一 �����

��
，
�

，
��

，… ，
�� 一 �����模��

。

即
。 ， � � 二 ��。 、 ， � … � 、 、

一 ，��，� ��� 。 ， 布�理可证
���、 ，

二 �

��二 �
，
�

， … ，
�� 一 ��

，
�二 �

，
一

，
� �

。
�是���矩阵

。

定义 � 只有一个顶点�
。
的图�

�

是标准自补图
。
�又 �矩阵���

，
���也称为���矩阵

，

定义 � 设�
， ，

��

是标准自补图
，

��
�

卜 �
，

��
�

卜 �， ��
，
��丁 �

。
��是

�� ����

矩阵
，
把�

，
与�

�

按下列方程式邻接
， � 与�

�

邻接 ，，�
�，� �

。

这 里 扭
， ， 。 � ，… ，�泞

，
伪

�

�
� ，… ，

�
�

�分别是�
�

一

与�
�

的顶点集
，
�

， �� �二
， ， 。 � ，… ， 、 �

�
，
�� 二 ��〕

� ，
�
� ，… ，

�
，
�

。
�是 同

构�
�

一、 � �

��二 �
，
� �

。

这样得到的图称为�
�

与�
。
的��‘ 积

�

或称� 片弓
、
以��心 方

�

念

�〕
邻接

。

记为�
，� ��，

简记为�
，� �

�

命题 � 设�
� ，
��是标准自补图

，
则���积有

一「列性质 。

� �
’

�� � ，� �� 二 �
� � �

�

� �

� � � �火 �� 二 � � 只 ��

� � �
�

一

与�
�

的邻接方式有 �
用

种
，
� � ��

，��

定义 � 设�
�

是 ��阶标准自补图
，
�

�

是一个顶点的平凡图
。

把�
，
的歼有用奇数标 号

���

的顶点与�
�

邻接而得的图记为�
� � �

� 。

把�
�
的所有用偶数标

一

号的顶点与邻接而得的记 为



���
� �� ��，

二者都称为�
�
与�

�

的���积
，
或称�

�
与�

�
以���三方式邻接

。

定义 � 设�
� ，
�� ，… ，

�‘
是标准自补图

，
其中至多有一个是 �点平儿图

。

垂妞任意 两 个

都以���方式邻接而得的图称�
�，
�� ，…��

的���积
，
记为�

，� �
�� … 叉 �� 。

定理 � 设�
，，
�� ，… ，

��

是标准自补图
，
其至多有一个是平凡图

，

贝��
�丫 ��� … 只 ��

是芝 ��
�

�阶自补图
。

证明
，
设� 二 � �� �

， � � … � �
� ，

�
� �

��一，� 定义���玉�列 自身的映 射�二 ��，‘

�
， ， ·

味
，

���。
�� ���

二

�
，
若� 、

任���
�
���� �

，
�

，… ，
� �

设� ，

任弓�， ��任�
�， �。

与�
，
邻接，�，，二 �，弓， ， 。 ，， ， 二 �、 ��

�

与�
� �

一

不铬接
，

一卜
在� 中

纸
�、 ，一

与�
、 ，
邻接

，
即��鲡�与���

��邻接
，
反之若� 。

与�
，
不邻接可推 出�‘ �

�

�’了汉卜
�。
不 娜 接

，

山此即知是同构
� �一� �

。

例 � ��个 �阶自补图
，
前面已给出 �个

，
下面给出 �个

。

图 �

厂� � � �、

� 二

� � � �

� � � � 狱狱
’’

�
��

‘�几门�占

�
口�占

一�
卜

�

�月 �

�这里把��的第一行看作二进制数 �
，
因此在 �上方记 � �

� �

’’

�笑笑

、������
�夕，�一，几�上，王

���
��，�，�
�
︸

����
尸�����
��又

一一
、户
�门‘

了、

，��
咬、�

图 �



减减减 图 �

、 万�����
�夕��������厂��‘�，��、

� 二

���

乙厂……
叉叉

一���
卜卜入入

图 �

，之斗乃、 �������
夕
�
�����

︸�
一，占�，�人

���
月�王，工，工�︶

，占�一‘
�

�����
��、

� �

定理 � 任意 自补图是其标准 自补子图的���积
。

证明
，
设是自补图

，
�
�
�一� 百

，
�二 ����…�川是�的互不相交的循环分解

。

令� 是�
，

变

动的顶点的集导出的�标准自补子图
。

设�
�
� �� �� 。 … �，

�
，
�� ����

。 …��

�
，
若

� 。
与�

，
邻

接
，
则记 �门 二 �

，
否则记�

。 【 � �
，
这样就得到一个

�� �矩阵�
，
易知���

�� �，，�， 、 ， ，十 ，

二 �
，
即�是���矩阵

，
�的任意两个标准自补子图以���方式邻接

。

定义�� 令�
， ，
��

分别是 ��阶自补图与�阶自补图
。
� � � �

‘ �� �
‘ �� … � �

‘ � ，

�� 二 �
，“ � �

� “ � … � ���，
把�

�

的每个因子与�
�

的每个因子都按���方式邻接 而 得 的图

称为�
�

与�
�

的���积
，

记为�
�� ��。

定理 � ��阶自补图与�阶自补图的���积是 �� 十 �阶自补图
。

定理 � 设�是 ��阶自补图
，
�

�

二����
，
��任� �“ ，�� 。 一卜 ，任�

，，

其中�
，

是�的 度

为�的顶点
。
�是�阶自补图则把�

，
中的每一点都与�的所有顶点邻接而得的图 是 � � 十 �阶

自补图
。

这个图记为� 十 �
。

证明
，
设�

� �一��
， � �

�一
，�

。

定义��为����� � ����
，
若

�任�
，
����� 二 ����

，

若
�任����

。

若�与�邻接
，
则� 任�

，，
���

，

�不任�
� ，

即���
�
�与�不邻接

，

因此在 � � � 中

����与�邻接
，
即����与�����邻接

。

反之若�
，

与�在� � �中不邻接
，
同理 推 出 ����

��与

�����在 � 十 � 不邻接
。

定理 � 设�是 ��阶自补图
，
�

�

的意义同定理 �
，
� ，
��

� � �
，
� ，
自�

� 二 小
，
� 、
的

导出子图是�
，
��二 �

，
��

，
则�

�丝砚
。

证明
�

设�是同构
� �一、 百，

由于���
，
�� ��，

故�是同构
� � �

一，�
。

���� 给出了�个点的自
‘

补图的个数�
，
的公式

。
�参见 〔 �〕 ，

���页 �不大于 �� 的�
�

数

值为�
‘ � �

，
�

。 二 �
，
�
� 二 ��

，
�

。 二 ��，
��� �� ���

，
�，� 二 ����，

�
，。 � ������，

��
了 ��

��������
�



例 � ��个 �阶自补图
。

用定理 �叙述中的方式
，
例 �与例 �中的 �个拟正则自补图与

�
�

复合得到��个 �阶自补图
。

例 �中的 �个自补图与�
工

复合得到��个
。

另外 �个如下
�

、、 、
、、、 、 、 、、

尸产
一

��‘ 口，、 汤

���

爪
、

���
���

����

入入
���

入入入
……���
�����

‘‘�，、�“、



����� ���

�������

曰曰�目��，��� 口口

��������

参
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