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可 图 的 置 换 群

周 尚 超

�基 础 课 部 �

提 要提

设�是作用在集合�上的置换群
，
若�与某个图的 自同构群恒 等

，
则 称�是 可

图的
。

设�
，
与�

�

是可 图的
，
本文得到 了�

、 十 �
�
可 图的必要充分条件

。

本文采用 〔 �〕 中的记号和述语 ，

除非另外说明
。

设�是作用在集合�上的置 换群
，
若

�与某个图�的 自同构群������恒等
，
则称�是可图的

。

设��卜
�，
则称�是 。 度的置换群

，

若对任意
� ，
�任�

，
都存在�任�

，
使得���� 二 �，

则称�是可迁的
。
哪些有限置换 群 是可图

的
，
这是图与群中一个较困难的问题

。
�

。

�
。

��� 。 证明了��� ��度的可迁的交换群是 不

可图的 〔幻 ，
�

�

�
。

�������等人得到了某些循环置换群可图的充分必 要 条 件 〔�〕 。

本

文主要证明了定理 �
。

定理� 设�
�

和�
�

是可图的置换群
，

则�
�‘ ��

可图的充分必要条件是满足下列 条件之一
�

�� �
，
等�

�

�� �，
或�

�
不是可迁群

�� 自同构群是�
���� �或��互不同构的图至少有 �个

。

�
，
二�

�

表示�
�

与�
�

恒等
，
�， 十 ��

表示�
�

与�
�

的和
，

两个置换群的恒等以及 和的定义

参看 〔 �〕 。

引理 � 〔�〕 若�
，
与�

�

是不相交的
，

连通的而且不同构的图
，
则

� � ���
，
��

�
�二 � ����

�
�� �����

��

引理 � 〔�〕
‘

设�提�的补图
，
则������� ����幻飞

定理 �充分性的证明 设�
，
和�

�

是可图的
，
即存在�

，
和�

，，
使�����

��二 �
，

�� 二 �，

��
。

根据引理 �
，
设� 是连通的��二 �

，
��

。

若�
�等��，

则�
，
与�

�
不同构

，
�����

，
日�

�
�

一 ��� �
�，
�

， 十 ��

是可图的
。

设�
，
与�

�

和蕊都同构
，
自同构群是�

�

的 还 有�
�，
则�

�

与

�
�

不同构
，
�����

，
日�

�
�� �

， � �� 。

设�
�

不是可迁群
，
�

�

与�
�

同构
，
�

，
是�

�
的度 最 大

的一个顶点
，
� � ����

，
���任�

，
�二 ��

， ，
�
� ，… … ，

�
�

�
。

设�是这样的一个图
�����二 ���

，
�

����
�
�
，
����� ���

�
�日���

�
���

，�，
这里����表示�的边的集合

，
�

�， � � 〔� ，� 〕 �
� 任�

，�任��� �
��

， 〔� ，� 〕 是邻接 �
与
�
的边

。

因为�
，
不可迁

，
因此�斗���

�
�
，
�是 图�

的度最大 的 顶点集
，
若�任�

�����
，

则����� �
，
�����

�
��� ���

，
�
，
�� �

�
�
� ，

��是�在�

本文于����年 �月��日收至
，
�

，
��

�



��
�
�上的限制

，
�
� 〔 �����

月

�
，

反之
，
若�

�〔 ����宜
，
则�

��
， 〔 ����

，
因此� ��� � ��� ��，

定理充分性证毕
。

定理 �必要性的证明 我们证明
，
若�

，
和�

�
不满足定理 �的 �个条件

，
则�

， 十 �。
是 不

可图
。

设�
�二��，

�，
是可迁群

，
自同构群是�

�
的只有�

�
利汀

� �� � �
，

��
，
�

，
与�

�

同构
。

设

�， 十 �
�

可图
，

存在图�
，

使���� 二 ��十 �� ，

设����二 �
，
日�

� ，
��

是�
�

变动的顶 点 集
，
� 是

�的以�
�

为顶点集的导出子图
，
则�

�
二�吐��

��
，
设�任�����

，
�
， � 〔 � ，， �〔 � �， �

与�邻

接
，
因为�

�

可迁
，
因此存在�〔 �

�，
使����二 ����

，
因为�〔 ��� �

�，
因 此����与�邻 接

，

即��
��与�邻接

，
即�〔 �，，

�
， � � ����

�
�
，
同理�

� � � ����
�
�

，

因为�
卫

二�
。 ，

群为� 的�习

只有 �个
，
因此�是 自补图

，
� �
与�

�

同构
，
由前面的证明可知

，

若�
，
中有一个顶 点

�
与�

�

中一个顶点邻接
，

则�
，
中任意顶点与�

�

中任意顶点邻接
，

设�是�
，
到�

�

的同构映射
，
则 易

知 �任������
，
但 是 �等�

，
�
� ，

�犷�是� 上的置换�这与������二 �
， � ��

矛盾
，
因此�

，

� �
，

�

是不可图的
。

这 里 � � ��
� ，
��� ，����

� ，
���

�
��

· ·

… ��
。 ，
���

飞

��
，
�

， � ��
� ，� � ，…… ，

� �

系
一

设�
� ，
�

� ，…… ，

�
�

是可图的
，
存在�

�

�
，

满足下列条件之
一 、

�� �
，

羊�

�� �
�

或�不是可迁群
�� 自同构群是�

。

�� 二 �或�� 的互不同构的图至少有 �个
。

则�
， � �

� 于 … …��

是可图的
。

例 设�
， 二 ��

，
�

，
�

，
�

，

��表示这样的置换
� �

�
���� �

，
�� �� � ��

����
，

类似地
，

设�� � ����� ����
，
��

，
�
� � ��

，
�

，
�

，
�

，
��

，
�� �� ��� ��

，
�� ��

，
��

。

� � ��
� ，
� 》 是由�

、
和�

�

生成的群�� � �
，
��

，
则�

�

是可图的
，
可迁的且�

�
二�

�，
自同 构 群 是

��
的互不构的图只有一个圈�

。 ，
�

� 十 �
�

是不可图的
。

定理 � 设�
，

�� 二 �
，
�

，…… ，

��是可图的置换 群
， �
� �

，
�

。 二 �
， 十 �

� 十 … … 十 �
工 ，

�
，
二�

�
�卜 艺

，
�

，…… ，

��
，
�

、
是可迁群

，
自同构群是�

，
的互不同构的图只有一个

，
�

。

可图的

充分必要条件是
�
� �

。

证明 设 �� �
，
����

�二 �
�

��� �
，
�

�

… … ，

��
，
则 �

�

与�
、
同构�

�二 �
，
�

，…… ，

��
，
�

�

是

自补图��二 �
，
�

，…… ，

��
，

因为�
�

可迁
，
所以�

�

是正则图 设� 的任意顶点的度 是�
，
����

�
��

� � �
�

二 �，
设�

�二 ���
�
�

，
作图�如 下

，
����� 口�

�， ����� 口�
�，
这里�

�� ���
�

���� �
，
�，

�
一
� �

一
�

巧从

…… ，��
，
�

� � ， 二 � ��
��

� 。
口�

。 ‘
�…… 日�

。 一 」， 。

��
� 、 ，

这 里�
�，二 �〔� ， �〕 �� 任�

。 � 〔 �，
�

。

若将�
�

中的顶点等同

为一个顶点
，
则这个图如图�所示

。

容易算出�
�

��
。

中的顶

点的度都是�十 �
，

其它顶点的度都大于�十 �
，
因 此

，

若� 〔

�
�，
�〔 ����

，
则 ����〔 � �

口�
。 ，
又 设

� 〔 � � ， �
的 度 是

�� ��
，
�

。 一 ，
中点的度 是�� ��

，
因 此��

��在�
� 一 �，

����乙

�
。 ，
所 以���� 〔 � �，

同理若� 任�
� ，
则���� 〔 �。

这样就可

推 出���� 〔 � 、，
若

� 〔 � 、， �� �，�，… …�。 �
卜

是�在�
，�卜的 限

制
，
�

， 〔 � ，
反之若�〔 �

」，

则�
，��… … �� 〔 �����，

因此

� � �� 二 �
� ，
�

。

是可图的
。

设
�
� �

，
我们证明�

。

是不 可图

阵 铸 猛
嗯

图 �



的
，
以� � �进行证明

。

设� 可图
，
���� 二 �

，
��

变动的

顶点集用�
�

表示�的以�
�
为顶点集的导出子图用�

�
表示

，
若

把�
、
中的顶点等同为一个顶点

，
则得到 �个 顶 点 的 图�

，

�的 自同构群不是单位元素群
，
例如图 �中的图就是这样一

个图
。

因为�
�

是可迁群
，
若�

�
中有一点与�

�
中一个点邻接

，

则� 中任意顶点都与�
�
中任意顶点邻接

，
以图 �中的图�为

例进行证明
，
设�和�分别是�

，
到�

，
和�

�

到�
�

的同构映射
，

� ，二 ��
� ，� ， ， ·

一
，���

，
� � 二 ��

， ，
��

，……�。
�
，
则易验证

�� 任����
，

这里 � � ��
� ，
���

�
����

� ，
���

�
��……���，

���
�
��

，

� � ��
， ，
���

，
�����

，
���

�
��… … ��� ，

���
�

��
，

这与�
��� � �

� 图 � 图�

矛盾
，
因此�

一

是不可图的
。

系 设�
�
��二 �

，
�

，…… ，

��是可图的置换群
， �� �

，
则�

，� �
， � …… � �

�

是可图的
。
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