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用虚单元法处理边界单元法中

的面力不连续点问题

刘 平

�工程力学研究室�

摘 要

本文在面力不连续点处
，
提 出虚单元法

，
解决 了因不连续点而 引起的误差

。
此

方法不但精度高
，
而且可直接应用于处理 多连域问题

。

本文编制 �一组二维弹性平

面问题程序
。
并给 出 了算例

。

一
、

引 言

边界单元法 ���� �又叫边界积分法
，
它是将问题的控制方程转换成边界积分方 程

，

然后在边界上取 �个直线单元进行边界离散
，
形成��个代数方程组

，
求解��个未知量

。

在���的数值方法中
，
边界上一般都采用线性或高次单元

，
这意味着边界上的 函 数 是

连续的或协调的
，
此特性固然很好但却又引起了不少的问题

�
�工 �在边界上几何不光滑点

处
，
外法线不确定

，
但面力却又要有一个确定的法线� �亚 �在边界面上

，
面力或位移有不

连续点�我们统称这些点为边界奇点�� 由于这些奇点的存在
，
会导致很大的误差

，
目前已有

儿种处理方案
，
但都很不理想

，
下文将要对此作些讨论

，
同时说明虚单元的应用方法及合理性

。

二
、

���的列式

设一弹性体
，
受一外力系作用

，
其基本方程可写为
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控制方程���可以通过�
����互等定理转换成边界积分方程

。

设一弹性体受两组外力作 用
�

第一组对应的解为
� � 。 、
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若取第一组为实际外力系
，
第二组为����� �解

，
这时对上式进行分部积分得到
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向产生的位移和面力� �。为边界几何参数
，
对域内 氛�” � �

。
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上列式中的基本解
，
详见 〔 �〕 。

三
、

数值离散

设有一边界单元
，
其内部量用节点的值进行线性插值

，
采用������加�坐标

，
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式中���为雅可比矩阵
，
�为积分点数

，
��为加权系数

，
于是 ����式变为�
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由于向量���
、

边
�

���中都含有已知和未知量
，

故在求解之前必须调整这些量
，

使未知 的放在一

����式对应
� 〔�〕 ·

���二 ���

��� 、 式对应
�
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将第一式代入第二式得到
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对域内任何一点的应力都可以因此式求解
，
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四
、

虚单元的引进
�

上面的推导是以 �� �式的插值形式为基础
，
对于这种插值

，
当遇到不连续点时

，
就会

因线性插值而引起多余的载荷
，
见下图示意

。

最右边的载荷就是多余
，
本来系统业不受它的

作用
，
所以必须消去它

。
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目前对这种奇异点的处理还很不成熟
， 〔 �〕 中介绍了两种方法�

对于 �� �种情况
，

改变角点两单元为一个常量元
，
同时撤去角点 ��点 �

。

这虽然消掉了多余载荷
，
但改变了

结构的几何形状
，
而且对 �� �种情况也无能为力� 第二种是改变面力不连续点处的相邻单

元长度
，
当�很小时

，
那么多余载荷边就很小

，
理论上当

�， �时
，
多余载荷不存在

，
但此

时
，
因

� � �
，
代数方程会变得奇异性

，
以致无法求解

。

这两种方法是不能令人满意的
，
肯

定还会给结果带来误差的
。

在 �
�

���������� ��的一篇文章中
，
给出了一种可以完全消去多

余载荷的方法
，
其方法

，
是单元内的插值不用结点的值

，

而

且邑� 士于两个点
，
见下图

，
这样虽然可以消去多余外载

，
但

最后的代数方程数由��变到 ��
，
本来���中代数方程

是满阵求解很费时间
，
这样一翻倍

，
就很不经济

，
有可能

体现不了���的优越性
。
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基于上述情况
，
本文提出虚单元法

，
其形式类似于上面提到的第二种方法

，
此时取

� �

�
，
那么就无多余载荷了

，
这似乎会给代数方程带来奇异性

，
但只要在程序中

，
对单元循环

时
，
此处不作单元考虑就可以了

。
另外

，
角点处的外载荷按下式给出
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在���中
，
边界的分段线性插值离散

，
意味着代数方程的独立

，
所以两个相邻 单 元在

公共点处的物理量允许不连续
，
故虚单元的提出是有理论依据的

，
在实际应用中也是很方便

的
，
不但精度较高而且可以直接用于多连域间题中

。
在一般���中

，
对多连域问 题�

，
要专

门处理
，
所以虚单元的引进有很广泛的实用性

。

五
、

数值结果分析

本文利用了上述处理
‘
角点

，
的方法

，
编制了一组计算程序

，
为了对此方法正 确 性 的 校

核
，
文中给出了一些具有代表性的算例

。

图�是一个受外压的���圆盘
，
数值结果和解析值都列在表�里

，
从表中可见

，
本方法计

算精度是比较高的
，
在面力方面其最大误差小于�

。

���� 在位移方面
，
虽然在

‘
角点

’
处位移

有不连续现象
，

但可以认为这是计算误差引起的
，
于方法本身无关

，
因为它与一般位移值相

差达
，
六

、

七个数量级以上
，
故可不予考虑

。
另外

，
本文还按丈� 的方法计算了此例在��

。
�

、

急
�

��处的应力值
， �二 二 仃 ，� ��

�

����， 其误差为�
�

���
。
而本方法的结果是��

�

��
，
误 差 为

�
�

���
。

�弓样
，
对单边正方形拉板�图��也作过类似的计算比较

，
本方法误 差 是�

�

����
，

〔�〕 的误差为�
�

���
，
通过这些比较

，
可见本方法的合理性和正确性

。 〔 �〕 之所以会引
起如此大的误差

，
还是对

‘
角点

’

处理不当的结果
。

在考察多连域问题方面
，

本文直接用了上述程序
，

考证了一个正方拉孔板的算例�图 ��
，

数值结果见图�
，
业且与解析解作了比较

，
结果也比较令人满意

。
只是靠近孔边稍有偏差

，

这主要是由于应力集中而引起的
，
若在孔边上单元给密些

，
预计可消除这种偏差

。
利用给出

的处理
‘
角点

’

的方法直接应用到计算多连域问题
，
从数值结果可见

，
不会因此而引起任何不

良的结果
。

相反
，
它用起来方便

，
原始数据准备简单

，
不需要作任何特殊处理

，
就象对待单

连域问题一样
。

另外
，
本文还考虑了另一类的算例一一受弯悬臂梁�图��

，
数值结果 如 图 �

， ，
其���

的应力分布曲线和解析的曲线几乎完全吻合
。

通过此例
，
从而进一步说明了本方法具有广泛

钓适用性
。
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六 结 论

�
、

本文提出的处理面力连续点的方法
，
简单实用

。
由于在程序中作了适应的处理

，
不

会因两点坐标相同而引起奇异解
。

�
、

本方法不但精度较高
，
而且可直接应用到多连域问题中

，
因此它具有广泛的实用性

。

�
、

在处理材质不均匀以及���与���耗合间题中
，
也有 “ 角点” 的间题

，
本方法也

可直接应用到这里来
，
这为���的应用推广也起到了一定的作用

。
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