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完全图同构的因子分解的对称群

周 尚 超

�基础课部 �

提 要

本文得到 了完全图��存在同构的囚子分解且此分解的对称群是一个单抢换生成的

循环群的充分必要条件
。

文献 〔 �〕 的第六部分提出这样一个问题 �
给定固定的置换群 �

， �为何值 时 存 在 ��

��个顶点的完全图 �的一个同构的因子分解以�为对称群� 当�是一个单轮换生成的 循 环

群时本文回答了这个向题
，
即我们得到如下定理

。

定理 ��存在同构的因子分解

�� 二 � ���
�� “ ·

……��。

�半�

且此分解的对称群是
�
阶循环群 ��� ���

· ， · ·

一�
。
�� 的充分必要条件是�� �且 �二 �

或����������
，
这里��� ��� � ，

当�二���
，����� ����二 ��

，
当 � 一 。 ������

。

我们说 �来 �是��的一个同构的因子分解
，
如果下列条件满足

� �� �����二 �
、
�，

… … � �是��的生成子图， �� �对任意
， �

，
�
，
��与��同构

，
�� �当�今�时

，
��与��

没 有 公 共 边
。

图 � 的 自 同 构 群 用 ��� � 表 示
，
��

到 �� 的 同 构 映 射 的 集

合 用 �������表 示
。

若 � 〔 ��� �� � �� �� 个 文 字 的 对 称 群 �
， �诱 导 出

集 合 ��
，， � �， · · ·

…… �。

�上的一个置换� ，
则所有的这样�组成的群称为��同 构 的 因

子分解的完全对称群
，
用�表示

、

由�诱导出的��
�， ��， ·

……，�’ �
�

�的上的置换群称为��

同构的因子分解的对称群
，
用灭表示

、
厂由万生成的群用 行 �表示

。 。
轮 换万 � �����

·

一�
二

�表示这样的置 换
�
万 ��� �� ��� �

��《 �� 。 �
，
万 ��

�

� 二 � �。

每个轮 换 总

可以用不交轮换之积来表示
。

根据群论有如下引理
。

引理 ��
设�是集合�上的置换群

，
�〔 �，

��二 �� �
� 〔 �， 二 ��� 二 ��

，
�� 二 �斌���

二 〔 ��，
则 ���二������

�
�

。

本 文于����了了
一

�月��日习文至
，】



由引理 �可得如下引理
。

引理 � 设�和�分别是分解 �来�的完全对称群和 对 称 群
，
���� �

�

� 任万

若由
下 〔 � �����

，
可推出

� 〔 �������� �
，
�

，…… � �
，
则万二 ��� �， �� ， · · ·

… …�。
��

例 � 图 �给出分解�
， 二 � �

��
�

· · · · · ·

…… �� 。 。

设 。 � �������
，
则 � 〔 ����

��
� ，
�

，
即� 二 ��

�
��

· · ·

…… 若
� 〔 �门���� �，

则
� ���

�，则��
�

或
�任 ��

�，� ‘
�

。

若
� 〔

�
。
� 任�

。

���，��� ��� � �， 二 〔 ���� �，

� �
，
因 此

� 〔 ���

矛盾
，
因此

丫 〔 ���� ，，
同理又可推出

� 〔 ����� �� 二 �， ��
，
根据引理 �

，
灭 � �万�

� �

长
·，
� �

户
�

， � �

� � ��
� � � �

�』

图 � �
，
的一个分解

定理必要性的证明
�

设 � � ���
�
��

· · ·

……�。
��

，
则存在� 任�

， 。 任 ���、 �� � 飞
�

� ” 〔 � ������二 �
，
�

· · ·

… … ， ��
。

若� ��� � �， � ��� � �
， �今�

，
以�，

�为顶 点的 边

��
，
�〕 是��的一条边 ，

则� 〔�，
�〕 � 〔� ���

， � ��� 〕 � 〔�，
�」是 � �

� ，
的 边

，

��与���
�

有公共边
，
矛盾

。

因此 �至多有一个不动点
。

令 � 二 � � � �
· · ·

… … �，
是 � 不 交

的轮换分解
，
则 �至多只有一个因子是 �轮换

。

设 � ， 二 ��
�� �

· · ·

……��� ��今��
，
���

瓦� 是�� ���� 的以 伍
，， � �， · · · · · ·

…… ， �
分 为顶点集的导出子图

，
则��二 万

�
一

�盯 �

· · · ·

一 ��
�

是��的同构的因子分解
， � ‘ 〔 �������

�
�

， � ，“ 〔 ���� 二 �， �
， ， · ·

… … ，

��设�� �
。 � � �������

，
则 � �

飞 ��
� ，�， � 、 �

，
矛 盾

，
因 此 �二 � ���� ��

，

若
�一 。 ���� ��

，
因为 �整除��的边的数目

，

所以�“ � ���� ���
。 �的每 个不是 �

轮换的因子都有此结论
。
� �

的同构的因子分解是唯一的
，
如图 �所示

，
这个分解 的对 称 群

� � �
�

不是 �阶循全群
。

几�

、�︸、
，

� �

�
’

八 �
， ��

一
� �

一

尸 叮 。 内 八
一 � 二 �� 乙

图 � � �
的分解

定理充分性的证明
。

若� � �，
这属于 自补图的情形

，
由 〔 �〕 第 �部分知� 二 ��也是 �

阶循环群
。

下面设 ���
。

令� � ��
， �，

· · ·

……�� 是��的顶点集
，
我们 把 ��� ���一 ��

，



�一 ��一 ���称为边 〔�， �〕 的长度 。

设��� ��
�������

， �� �� ， � � ���
· · ·

… … ��
。

令 �
关
是具有 〔���〕 条边的集合 ，

这些边的长度分别为�， �， · · ·

…… ���幻
。

令�
�

的边集

�
� � �粉 � � �

��铃� � � “ “
��长� �

· · · · · ·

…… � � ‘ “ 一 ，’�
��朴�

。

这里 � ���表示 边 集

�� �。 � �
�任��

。

令��� � ‘ 一 ’
��

、
�是��中以 � ‘一 ‘ ��

，
� � �� ��� �

，
�

， · · ·

… … ��为

边集的图
，
则易知��� �

‘
��

�

�
· · ·

…… ��
二

是一个同构的因子分解
，
且 � 任�

，
万

�

��
�
��

· · ·

…… ��

� 〔 � 。

设���� 哎�
， � � �

，
�� � �

· · ·

…… ，
�� 一 �� � � �� ��二 �

，
�，

· · ·

…… ，
幼

。

因为 护 〔 ����� �� 二 �
， �， · · ·

… …�� ，
因在�

，
中�

�
中任一顶点的 度 都 相

同
，
这个 度记为�

�。

设�
爷
是这样选择的

，
它使�

�

满足下列条件 �未 带�
�

��今�� ��今 ��
，
��今�王 ��今�� �带 米� 、

若
丫 〔 ������ �，

则
� ��

�
� 二 � ，， � ��

�
� � �

�。

因为�
�
是�

�

的度为�
�

的顶点

集
，
�

�

不是�
� ��专�� 的度�

�

的顶点集
，
因此

下任����
�。
� �

是�
�

的度为�
�

的顶点集
，
因

此
下 ��

�

� 二 �
� 。
�

。
是�

�

的度为�
�

的顶点集
，
��

不是�
� ��奔�� 的度为�

�

的顶点集
，
因 此

， 〔 ������ ，
如此类推

，
可得

� 〔 ����� ��二 �
，
�

， · · ·

…… ， � �
，
因此 � � � 。 ��引理 ��

当��� �
������

， ���
，
或�二� ������

， ���
， �》 �时

，
令

�， � �〔一， �〕 ， 〔�，
�〕 ， · · ·

…… ，
��

� 〔卫」〕 ，

�

〔 �， 〔卫 〕 �幻 � ���

则可算出�
� 二 【�卫三〕 �

�

已竺少」
�

一 ���
� � �十 �里二�〕 ��， �����

。

当��

�

������

� � �时
，
令

�朴 二 �仁�
，
幻

， 〔�， �〕 ， · · · ·

一
， 〔� 旦土丛」�

�

���

则�
， 二 里卫卫

十 匹卫��
� 一

��
� �

二竺生��
， �

卫二生
。

因此当� 二 ��。 �。 。���。 ��时
，

条

� �

件 �带 米�是可以满足的
，
这和情况下的充分性已证毕

。

设�� 二 � �

��
�

沙
· ·

… ���是
�二� ���

�� ��� �时取�
份
为 ��� 或 ��� 所得的分解

。

增加一个顶点�
。 ，

令 �
。
与 ��中

��的所有顶点都邻接而得到的图仍记为��
，
则���

� � � �

��
�

�…… ��
�

是 一 个同构的因

子分解
， 。 � ��

。
� ���

· · ·

……�� 任�
， � 二 �� ���

· · ·

……�。
� 任 �

。

顶 点 �
。
在 任 一

因子��中的度都是 。 。
当�今 �时

，
��� �����

�，

在任意一个因子��中
，
�

。
是与 所 有 度

为�
， 、
�的顶点邻接的唯一顶点

，
因此对任意

�任�
，
都有议�

。
�
一

�
。 。

若
� 〔 ������ ，

则双�
�

� ����
�
�
一

�� ，

类似前面可证灭 � �汤
。
当 � � �时

， ���
，
则�

，
��

�

��
� ��寺 �

， ��

灭 � �司
。

因此除了�� �
，
�

，
�，

� 二 �
���

， � 二 ��� �����
， � 二

�外
，
定理的充分性已证明

。
�

‘
的分解如图�所示

。

��
�����

�
。



��

图� �
‘
的分解

例�给出�� �的情形
。
根据例�中�

。
的分解作�

。 � �
。 ， �
的分解

，
可证此分解的群灭 二

��
���

· · ·

……�。
��

。
令�铃为 ��� 式作�

。
的分解如图�所示�

。
的�个因子的自同构群都相

同
，
因此 � � ���

�������
。

� � � � � �

���叫卜��，��叫卜��卜�

� � � � � �

加��叫卜��叫卜��闷，���

� � � � � �

����中
�

�
�
����，��州卜��口

�舀之
���

图� �
。
的分解

由�
。
的分解作�

， � � �� �
的分解

，
可证灭 � ���

�����
��

。

按照�
，
为 ���式作�，

的分解
，
类似例�可证灭 � ���

，
��

· · ·

… …��
��

，
由�

�

的这个分解作�
� � �

�， �

的分解
，

易证� � ���
���

· · · · “ …��
��

。

〔 �〕 �
�

������

�������� ���������

���
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