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自 补 完 全 超 紧 图

周 尚 超

�基 础 课 部 �

摘 要

本文证明 了有两类 自补图是 自补���图的核并给 出了不是���图的 自补 图的

构造
。

一
、

引 言

本文采用文 〔 �〕 中的记号和述语 ，
除非另外说明

。

设
� ，
�〔 � ���

，
�和�分别是与

�和�邻接的顶点集
。

如果� 一 �二 �一 �，
则称�与� �在�中�恒等

，
记为 �二�

。

如果图 � 中

任何两点都不恒等
，
则称�是完全超紧图

，
简称为���图

。

设 �是���图
，
� �� 勺 � �。

任� ��� ��一 �是���图�
。

我们称由� �� 勺 导出的�的子图�
�
为�的核

。

�
。
�

�

����和�
�

�
�

���在文 〔�〕 中提出�个关于完全超紧图的问题 ，
其中第五个

间题是
�
令�是自补图

，
间是否存在自补���图�

，
使得� 二 � � 。

本文证明有两类自补图 是

自补���图的核并给出了不是���图的自补图的构造
。

二
，

两类可作为自补���图的核的图

我们用��� ��
，
��表示图�的顶点�的度

。

显然
，
若�二�

，
则��� ��

，
�� 二 ��� ���

��
。

引理 �
、

设� 任� ���
。

若在� 一 �中�三�
，
则 ���� ��

，
�� 一 ��� ��

，
�� �� �

。

这里�是���图
。

证明
，
如果在图�中

，�和�都与
�
邻接 �或都与

�
不邻接�

，
则在图�中

， �二�
。

这与�是
���图矛盾

。
因此在图�中

， �和�中有且仅有一个 与
�
邻接

，
即 ��

�� ��
，
�� 一 ��� ��，

�� �二 �
。

定理 �
、
设�是 ��阶自补图

。

若�是���图
，
则存在自补���图�

，
使得�

� 二 �
。

本 文于����牛��月��日收到



证明
、

设
�是�的度为�的顶点

，
则

�
在�的补图���中的度为 �� 一 �一 �

。

这 说 明�含有度

为�的顶点当且仅当�含有度为 �� 一 �一 �的顶点
。

因此我们可设�的顶点的不 同的 度 数为

��

��
�

�…������
��

� 一 �

�…�� �

��
�，
其中�

‘ � ��� �� 一 �
，
�� �

，
�

、 … ，
�

，
�》 �

。

我们
一

也用�
�
��

�

�表示�的度为�
二

��
�

�的顶点集
。

令

� � � ，
��

�

��
�

��
�

�… ���一 �

��
��� � �������

� � � �

��
�

��
。
�� �… ���一 ，

����� � ��������

用�表示点集����一 �

设�
。 二 �

、
�

、
�

、
�是 �阶自补图

。

将�
。
与�按下述方式邻接而得到的图为��图 ��� ����

，，

����� 百百
�����

图 �
、

图 � 图 �
、

图�

�
、
�

、
�

、
��与�中所有的顶点都邻接

。

由图 �和图 �
，
易知�是 自补图

。

因为�是���图
，
因此�的任何两个点不恒等

。

根据�的作法
，
�的任何两点都不恒 等

，

所以�是���图
。

要证�
朴 � �

，
只要证以下两点

� �� �一 � �� 二 �
、
�

、
�

、
��不是���

图
。
��� 一 � �� 〔 ����是���图

。

��在� 一 �中
，
�二 �� 在� 一 �中

，
�二 �� 在� 一 �中

，
�二 �� 在� 一 �中

，
�

二 �
。
因此� 一 � ��� �

、
�

、
�

、
��不是���图

。
�参看图 ��

。

�� 在图� 一 � �� 任��万� 中
，
如果有两个顶点恒等

� �二�
，
则�和�都在� 中或都在

万中 �参看图 ��
。

根据引理 �
，
��

�� ��
、
�� 一 ��� ��

，
���� �

。

但是根据�的作法
，

� �瓦 中任何两点的度之差不为 �
。

因此� 一 �
中任何两点不恒等

，
� 一 �是���图

。

设�是 自补图
，
则存在� ���上的置换�

，
使得�是�到� ��的补图�的同构映射

。

我们

称�是�的自补置换
。

引理 �
， 〔 �〕 设�是 自补图�的 自补置换

。

若将 �表示为不交的轮换之积
，
则�除了至多有

一个长为 �的轮换外其余每个轮换的长二 � ������
。

持别地
，
如果�是奇 数 阶 自补图

，

则�恰有一个长为 �的轮换
。

引理 �
、

设�是 �� 十 �阶自补图
，
则存在

� 。
任� ���

，
使得� 一 � 。

是 �� 阶 自补图且

�中与
� 。
邻接的顶点有 ��个

。

这里
� 。
是�的某个自补置换的不动点

。

证明
、

根据引理 �
，
设�是�的自补置换且�二 �

。 ����…��是�的不交的轮换 分 解
。

其 中�
。

且�
。 � ��

。
�是长为 �的轮换

。

因为�是同构映射 �， �
，
因此�

���…��是同 构映射� 一 � 。
�

�一
� 。 。

因为�一 � 。 � �一 � 。 ，
因此�一 � 。

是自补图
。

设 �� � ��
，��。 … ���、� ��� �

、
�

、

。 二 、
�

、
��� � ������

。

若
� 。
与

���在�中邻接
，
则��

� 。
� 二 � 。

与��
���� � ���

在 �中邻



接
，
即� 。

与���在�中不邻接
。

若
� 。
与

��，
在�中不邻接

，
则��

� ，，
� � ���在�中不邻接

，
即� 。

与
� 、�
在�中邻接

。

这说明 ��
， �， ���� 中有且仅有一个点与

� 。
在�中邻接

。

由此可推 出
，
若

� 。
与

��‘

邻接
，
则

� 。
与

� �

邻接当且仅 当�� � ������
。

因 此
� 。
与 ��

�� 、 ��� 、

一 ����� ��二

�
、
�

、 …��中的����个顶点邻接
，
�中与

� 。
邻接的顶 点有 ��

个
。

定理 �
、

设�是 �� 十 �阶自补���图且� 一 � 。
是 ��

阶自补图
，
这里

� 。
是� 的某 个 自

补置换�的不动点
。

如果与� 。
邻接的任何两个顶点的度之差不为 �

，
则存在 自补 ���图 �

，

使得�
并 二 �

。

证明
、

设在图�中与
� 。
邻接的顶点集是�

，
与

� 。
不邻接的顶点集是 �

。

根据引 理 � 的证

明
，
���� � 弋� ����

� 任��� �
。

如果�是�中�的度为�的顶点
，
则����是 荃�的度 为�

的顶点
，
因此���� 是�中�的度为 �� 一 �的顶点

。

因为�中任何两点的度之差不为 �
，
所

以� 中任何两点的度之差也不为 �
。

仍设�
“ 二 ����是 �阶自补图

。

令�
“
与�按如下方式邻接

而得的图为� �图 ��
� ���二 �

、
�

、
�

、
��与�中所有顶点都邻接

， � 。
与 �和 � 都邻

接
。

由图 �和图 �
，
易知�是 自补图

。

因为�中任何两冷点不恒等根据�的作法
，
�的任 何两

点不恒等
，
�是���图

。

要证�
肠 � �

，
只要证以下两点

� ��� 一 ���二 �
、
�

、
�

、
�� 不

是���图
。
�� � 一 � �� 任�

。
�����是���图

。

，，

����� ���
������� ���

图 �
、

图� 图 �
、
图 �

��在�一 �中
，
�一� 。 � 在� 一 �中

，
�一 � 。 � 在�一 � 中

，
�一

� 。 ， 在�一 � 中
�

�一� 。 。
�参看图 ��

。

因此�一 ���� �
、
�

、
�

、
��不是���图

。

��注意到� ��� 中任何两点的度之差不为 �
，
类似定理 �的证明

，
易证�一 �

是���

图
。

这里
� 任� 。

��日�
。

证毕

根据���� 〔�〕 ，
�阶自补图只有一个

，
�阶自补图只有两个

。

由定理 �和 �
，
这 �个

图中的每一个图都是某个自补���图的核
。
�阶自补图一共有��个 〔�〕 。

图 �给出�个 �

丫丫丫
���了了

只只只
火火火

双双双

�

�
�



酬 田
图 � �个 �阶自补图

阶自补图
。
它们都是���图

，
因而都可作为 自补���图的核

。

另外两个 �阶自补图是�
、 一 �。

��� �
， �� �图 ��

。

重重重 又又又

��一 � 。
不是���图

，
但是�产 � � 一 �� 。 。

�

综合上面所述
，
如果�是顶点数不大 于 � 的 自 补

�图
，
则�是某个自补���图的核

。

顶点数大于 �时情况又如何呢� 图 �给出 �阶自补图�
，
�是���图

。

如果按照定理 �

丫丫丫
���沐沐

’’

丫丫一一
又又

���‘ 厂
、 ，，

图 �

证明中所述的方式来构造�
，
则�共今�

。
因为在�一 �中

，
与 �和 �邻接的顶点集都是 ��

、

� 、 �、
�
，
即在�一 �中

，
�一 �

。
因此

，
在定理 �中

， “ 与� 。
邻接的任何两个点 的度砚差

都不为 �” 这个条件 �对于定理 �中所述的构造方法�是不可少的
。



三
、

不是���图的自补图

前面的两个定理证明了有两类自补图是自补���图的核
，
这两类都是���图

。

如果自补

图 �其阶数大于 ��不是���图
，
它是否 自补�

’

��图的该呢� 下面我们讨论这种图的构造
。

引理 �
、

设�二� ���
。
�的以�为顶点集的导出子图也用�表示

。

如果 在图�中
，
�

钓任何两个顶点都恒等
，
则�是完全图或完全图的补图

。

证明
、

设� �、 � �任�且� �与� �
邻接

。
又设��� ‘

是�的任意两点
。

因为� � 二 ��且� �

度与��

邻接所以
� �与

� 。
邻接

。

同理
， � ‘

与� �
邻接

。

因此�中任意两点都邻接
，
�是完全图

。

引理 �
、

设�
�
��� ���

，
�� �

、
�

，
��

中任何两点都恒等
。

若�
�

中有一点与�
�

中一

点邻接
，
则�

�

中任意顶点与�
�

中所有顶点都邻接
。

我们说人
�

与�
�

完全邻接
，
如果�

�
中任意顶点与�

�

中所有顶点都邻接
。

如果��� ���

且�中任意两点都恒等
，
则称�是 ��的�一个恒等点集

。

若 ��� � �
，
也称�是一 个 恒 等

点集
。

例 �
、

图 �给出一个不是���图的自补图
。

它是这样一个图
�
它有 �� � �个顶点

。
�

。 ，

�
�，
�

�，
�

�

是它的�个导出子图
。

图中的线表示它们是完全邻接的
。

例如一条线把 �与一

个�
。

邻接
，
它表示 �与�

，

完全邻接 �这里�
�

是
�
阶完全图�

。

如果把�
�， �

�，
�

。 ，
�

�

等同

为一个顶点
，
则得到一个 �阶自补图

，
这个 �阶自补图与图 �中的 � �一 � 。

同 构
。

如 果 将

�
，一 � 。

中恒等的点等同
，
则得到 �阶自补图

。

���
。。

图 �

定理 �
，
设�是自补图

，
����� ��� ��� �

、
�

、 … ，
�� 是�的恒等点集且 �冲 点

与�� ��今�� 中点不恒等
。

若将�
，
��二 �

，
�

， … ，
�� 中的点等同为一个点

，
则得到的仍

�

是一个自补图
。

这里 ��
�二 � ���

。

�
一
�

证明
�
设�是�的自补置换

。
����表示点集�������任��

。

显 然 ���
�
� ��� �，

�
， … ，

�� 是�的�个恒等点集且���
�
�也是�的恒等点集

。

因此���
�
�就是某个�

�。
将

人�
看作一个点

，
则�诱导出点集��

�， ��…��

�上的一个置换
，
这个置换仍用�表示

。

如果将�
，
��� �

，
�… ，

��中点等同为一个点 �此点仍用�
�
表示�

，
则得�个点的图

�

�



�
。

若�
�

与��在�中邻接
，
则�

�

与��在�中完全邻接
，
因 此���

�
� 与� �八

�

� 在 � 中 不 邻

接
。

这说明���
�

�与���乡 在�中邻接
，
�是�到�的同构映射

，
�是 自补图

。

定理 �
、

设�是自补图
，
� �

�� 二 �
，
�

， … ，
� 是�的恒等点集

。

如果存在� 的 自补

置换�
，
使得���

�
� 二 �‘ ��

，
�� �

，
�

， ，
二 ��

，
则将�

�
��� �

，
�

， … ， ��等同为一个

顶点后
，
得的仍是一个自补图

。

例 �
，
图 �中的�是��阶自补图

。
�� ��� � �� �� � � �� ��

， ��， ��， ���

是�的自补同构
。

如果将一个点集等同为一个顶点称为收缩
，
那么如果按定理 �中所述的 方

式进行收缩
，
则�收缩为 �阶自补图

。

设�
， � ��

、
��

，
� � � ��

， ���
，
�

。 � ��
、
���

，

� ‘ � ��
， ���

，
则� ��

�
� � � �十 工，

��� �
，
�

，
�

，
�� ��的下标按�模 � 运�算�

。

按

定理 �所述的方式收缩 �即将�
�
��二 �

，
�

，
�

，
��收缩�

，
得到 �阶自补图

。

琢琢琢寥寥
登登登分分
巍巍巍

卜尸 、 � 笼笼

逸逸逸逸

图 �图�及其示意图

定理 �
、

设�是自补图
。

若�不是���图
，
则可按定理 �或定理 �中所述的方式

，
经过

若干收缩后成为 自补���图
。

定理 �
、

设�是自补图
，
则存在自补图�

，
使得�是由�按定理 �所述的方式收 缩而 成

的
。

证明
、

设�是�的一个 自补置换
，
�� �，�

�…��是�的不交的轮换分解
。

设�
， 二 ��

工� �… …
� �亡
�

。

记�� �
，��

，
这里�

� � ���。 …��。

设�
�，
�

�… ，
�

�亡� ，
是 ��个�阶完 全 图�

二

��� ��

，
� �，

� ‘ ， … ，
� ‘ �

是 ��个与 �
二

同构的图
。

我们用图�
�

求代潜� 的 顶 点
� �

�� � �
，
�

���
，
如果在�中

，

一 ��

示
。

设 �是� � �� ��
、
�

�
一
�

��与�邻接
，
则在新图中

，
�

�

与�完全邻接
，
这样得到的图 用 �表

上的置换
，
这个置换满足条件

� � ��
�
� � � ‘ � �

��� ���
，
���

、 ，
�

�， 。
下面我们只要证明�是自补图就行了

。

我们证明
，
如果�

�

与�
�

在�中邻接
，
则 �石

��
�
�与��

�
��

�
�在�中邻接

。

设�
�

与�
�

在�中邻接
。

若�
�， ��任�、，

则�
‘
是�

二，
��十 �

是瓦
，
因此�了��

�
� �任�

�， ��与了打��
��在�中



不邻接
，
即 �五 ��

�
�与 �爪� �

拍刃邻接
。

若�
� ‘ � ，

��仁� ‘ 七�� ，
则在�中

， �
与

�
邻

，
� ��

�

�与��
��
��任�

�， ，
�在�中不邻

接
，
因此�

�� ，
与�

�十 ，
在�中不邻接

，
����

，

�任�
， ，，�与 ��� ��

�
� �任�

�� �
�在 �中不邻

接
，
即它们在�中邻接

。

若�
� 〔 � ，，

�� 〔 �，
则在�中

， � �

与�
�
邻接

，
在�中� �

��� 任�
�� �

与���
�
� 不 邻

‘

接
，
因此在�中�

�� ，
与���

�
�不邻接

，
因此在 �中�

��，
与� 〔��

�不邻接
。

这说 明在可中

�瓦��
���任��� ��与 �兀��

�
�邻接

。

若�
，，
�� 〔 �，

则 ��，
��

，
�� 与 �����

�
�二 ���

�
�在� 中邻接

。
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一 �������������

‘

������� ����������� �����

���� ���������

���� ����� �������� ����������
，
��������

��������

�
��� � �� � ������ �� � ����� �

。
���� ��� ������������� ���� � ��

� � �� 任�����
� ���� �

��� 。 ����� ������������ �� � �� � �� � ��

� ����� �� ���� �� �� ������� ������������ �� �红� ���� ���������� ������ �

、 ������� ���� �������� ������ ����五�������� ��� �������� ���一������� ��������

���� �������� ������������
。

��� �� � ������� ������������� �����
，
�� ���

�一 谧� 〔 ������ 一 � �� ������� ����� �������备�
� �������� �� �� ���������

��� ����� ������� �� �
� 。

��� � �� � ���卜
������������丁 �����

。

���� ����� �����乓 ���卜��垃�����������

������������ ����� � ���� ���� �份 � ��

���� ������� ��� �������� �� ��� 〔 �〕 �� � �
。
���� ��� �

。
�

。
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。

��� ���� ������� �� ����� ����� ��� � ��� ������� �
。
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���� ����� ������ � ����一������������� ������� ������������ ����� �

�� ����� �� � ����� ���� �朴 � �
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