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结 构 振 动 模 态 参 数

的 灵 敏 度 分 析 及 优 化
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摘 要

本文
一

首光由 自由振动方程及正则化 条件直接导 出 了仅用模态参数计算复特征值

及特征向量的灵承度公式
。

提 出 了用原始结构的模态参数计算结构改 变后 的模态参

数的灵敏度算法
。

建立 了一种对结构进行 多点动态修改的连 续 灵
�

敏 度 优 化 分 析

方法
�

—����法
。

这种方 法精度较高
，
易与各种优化方法结合

，
自动地寻八优

化方向
。

最后 以一个 多自由度离散 系统为例说明 了方法的有效性和并法的正确性
。
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机械结构动态特性研究的最终 目的是使结构的动态性能在满足一定约束条件 下 达 到 最

优
，
而结构动态优化设计的基础是灵敏度分析

。

通过灵敏度分析可以确定结构的优化方向
，

预测结构动态特性的变化
。

模态参数的灵敏度反映了设计变量对模态参数的影响程度
。
各种情况 下的特征值及行征

向量的微分灵敏度计算方法都已被相应提出 〔 � 、
�

、
�

、
�〕 ，

但微分型灵敏度对
一

于参数改

变微小时才是准确的
，
当参数变化较大时会存在极大的误差

，
故不能用于结构的整体优化

。

文献 〔 �〕 用 “
伴随结构

”
理论导出了仅用模态参数表示的一般粘性阻尼系统的微分灭敏叹

公式
，
并在此基瑞上推出了差分型灵敏度公式

，

放宽了参效的变
，

�匕范囿
。

但计算过程繁梢
，
几

当参数变化到一定程度仍然偏离真实结果
。

文献拍二介绍了小参数连续择动法
，
这种方法没二仃

限制参数的变化范围
，
能较好

�

池预测结构变化后的功态特性
。

缺点是人为地选择各结均芬数改

变
�

��全的大小
，
得不到结构改变的级优万向

。

因此
，

对于复杂结淘同样不岌用于结钧的整体优化
�

水文在听找导的仅用完备换态 专数表示的复特征值及特征向量的微分型灵敏 士 公 式 的

墓 拙 上
，
什 对 以上问题

，
提出了一种连续进行灵敏度分析的优化方法

。

利用这种方法
，
即使结
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构参数变化到原结构参数的百分之几百
，
也能得到满意的结果

，
不但弥补了微分型灵敏度分

析仅适用于小参数变化的不足
，
而且能够预测参数改变后的系统动态特性的变化

。
因此

，
它

具有微分型灵敏度分析和连续摄动法的双重优点
。

可以很方便地用于复杂结构动态特性的整

体优化没计
。

这种方法具有清晰的物理概念
，
可以用来验证用非完备模态参数计算特征向量

导数时的稳定性
。

由于在计算中不需要知道系统的质量
、

阻尼和刚度
，
因此易于利用试验模

态分析的测试结果
。

本文的最后部分把这种方法与优化方法结合
，

对结构进行了动态优化
。

二
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可见
，
复模态向量的导数计算需要完备的模态参数

。

而在实际应用中
，
可能测到的模态

数 目是有限的
，
总少于测点数

，
更少于系统自由度数

。

但在计算时只要考虑到主要的低阶模

态及与所求模态相邻的密模态
，
即可保证模态向量灵敏度计算的有效性

。

三
、

连续灵敏度分析法—����法

通过一阶微分灵敏度分析
，
可以获得模态参数对结构参数最有效修改的位置和方向

。

在

灵敏度分析的基础上再进行结构修改
，
只需要模态参数作为初始数据

，
而模态参数可以由试



验模态分析得到
，
也可以由有限元分析获得

。

当利用试验模态分析时
，
可以避免建立动力字

模型及确定结构物理参数所存在的困难
。

应该指出
，

一阶微分灵敏度分析仅适用于小参数修改的情况
。

当参数丈化较大时
，
如果

仍按其指定的方向修改
，
会出现很大的误差

。

本文在对结柳进行灵敏度分析时
，

利用连续寻优的方法
，
推出了用系

、

祥刹匀的成态参数

计算结构改变后的模态参数及其导数的递推公式
，
突放了微分灵敏度分析时小参数变劝的限

制
，
使灵敏度分析更加实用

。

不管变量�是什么形式
，
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由于每次计算只需要前次的模态参数
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后结构动态特性的变化
，

这正是进行优化设计的基础
。

当进行优化的目标函数选定后
，
可根

据第�次迭代计算的灵敏度
，
利用各种优化方法选择下一次参数的改变量 �△�� �，
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，
在一定的约束条件下

，
使其收敛于目标函 数 的极

值点
，
达到优化的目的

。

这个过程
，
可用下面的框图 �表示
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。
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井—�一 ‘ �� �� ， 满乙 ���絮乡 �义

�
工、 � �

后的理论值�
， 二 一 �

�

���� ����
�

��� �
� � 一 ��

�

���� ����
�

���

�
� � 一 ��

。
���� �����

。
���

、�卜���为了﹄﹄�九��，�︸勺
产���

谧���
�
��

、、�卜���，上�工，口�口。
���一 ��

。
�� �

。
���� ��

。
��

。
���一 ��

。
���

。
���一 ��

。
���

� ��一 � �小
�
��

一 �
。
���� ��

。
���

一 �
。
���� ��

。

���

� ��一 �

。
���一 ��

。
��

。

���一 ��
。
���

���一�
。
����、

�一八��王�

�
�户����

勺自�
一勺�自一﹃”︸厂�

�代�仁�

麦小
�
��

���一 �
。
����

。
���

� �
。
����

���一 �
。
�����

利用前面所推的 ����
、
����式计算

，
当每次修改量定为△� �� 二 �� ��

“
���

，
得计

算结果

、 ��于
�
��
�口��上几�

「一 �
。
���

�

��
。

��

� ��
一 �

毛小
一 �

。
������ ���

一 �
。
���

�

��
。
���

� ��一 �

。
���一 ��

。
���

一�︸﹄谧
�
��、

、��卜
�
�
���

，口���了�︶�任���了��
︸一七��

�

…
，上�
工��︸

�砚���
����
。吸�曰

一一一一
曰勺�
︸���”���

一挂内己丹匕�
︸�甘︵吕

���一 ��
。
���

、

���一 ��
。
���

。
���

�

��
。
���

彝子弄一�刀
·
�

邝万加
�

仁切

一一机

��� 一�
。
���� �叻

。
��� �� � 一��

。
���� ����

。
��� �

� 二 一��
。
���

�

�注���
。
���



复频率虚部 �即有阻尼 自由振动前三阶频率� 的相对误差分别为
� � � 二 �

�

���

� � �� �
。
��� � � � �

。
���

如果每次修改量增大��倍
，
即△� �� 二 � � ��‘ ���

，
则前三阶复频率虚部的相对误差分

别为

� � � �
�

��� � � � �
�

�� � � 二 �
。
���

上面第 �阶模态参数与理论解的相对误差稍大
，
这是忽略了第 �阶模态参数的缘故

。

第

工
、
�阶振型值分别与其理论解重合较好

，
可见截断误差主要来源于相邻阶模态参数的影响

。

�
、

根据所要求的系统频率
，
进行结构参数的修改

。

例如
，
使第 �阶有阻尼频率 。 ����从���

。
��������改变到��� �����

，
考察系 统质 �

的变化
。

第一阶复频率对质量�
�、
� � 、

� � 、
�

，

的灵敏度分别为
�

。 �
�

。 � �

� �
。
����一��

。
����

。 ��

。 � �

� �
。
����一��

。
����

。 �，

�� �

� �
。
����一 ��

。
����

���

��
�

� �
。
����一 ��

。
����

可见改变�
‘
对有阻尼频率的影响最大

。

但如果仅改变�
�，
即使�

‘， �也达不到要求
。

故必须进行多点修改
。

本文利用最速下降法寻找优化方向
，
即

�

��� � ���一 �� 人�
�
� � ��一 ����
����一 �

，
式中入��

，
是第�� 一 ��次的迭代步长

，
取人� � �

。
���

，

迭代���次后得到� ����� ���
�

��������

各点质量的改变量为
�

△� �� 一 �
�

������ △� � � 一 �
�

����� 乙�
� � 一 �

�

����� △� ‘ � 一 �一����

修改后系统有阻尼频率的理论值为
�

� ���� � ���
。
��������

，
迭代结果与理论值之间的相对误差 � 二 �

。

���
。

�
、

根据所要求的振型进行结构参数修改

在结构设计和实际系统应用中
，
常常需要使某些部位的振动最小

，
或使两点间的相对振

动最小
，
这可以通过改变各点振型的比值来实现

。

从上面的振型数值知道
，
第 �点和第 �点

的 互阶振型反向
，
为使其间的相对振动最小

，
现建立如下的目标函数以及约束条件

���
���� ���】小��，��一 小��

，��】�
�
��

�
� �

，
��� �

，
�，
� �

�
‘ �常量

，
� ‘ � 常量�不修改 �

、
�点间的阻尼和刚度�

七�
�
���

�“ ，
�����

�。 �限制修改量
。

在此�
�“ 、

�，。
是初始的质量和阻尼参数�

利用�
����投影梯度法寻找优化方向

，
即�

�
��

’ 二 �产一 入
��

���

����



���
� � � ���一 入��

���

��‘�
���“ � �

��一 入��百
���

���

当迭代点达到约束区域的边界上而且负梯度方向指向可行区域的外部时
，
则沿着负梯度

在边界上的投影方向前进
，
一直到求得最优解

。

值得注意的是迭代步长入
�� 、

入
�� 、

入��应根

据函数对质量
、

阻尼
、

刚度的导数的大小酌情选取
。

用初始参数计算�
。
二 �

�

�� � ��
一 ‘ ，

当各变量的修改量为
�

△� ，� ��
�

�����
， △� � � �

�

�����
， △� � � 一�

。
�����

， △� ‘ � ��
�

�����

△�， � ���
。
����

·

���
， △�� � 一 �

�

����
·

��
�二 ，△�� 二 ���

。
����

·
���

， △�‘ � �

△� �� �
�

���� ��“
���

， △� � � �
。
���� ��“ ���

， △� � � 一 ������
， △� � � �

连续优化的结果 �二 �
�

�� � ��
一 ”

修改后 �的理论值 �二 �
�

�� 又 �。 � “

迭代结果与理论值之间的相对误差
已 二 ���

由上面的分析可知
，
利用本文所提出的连续灵敏度分析法对结构进行动态修改

，
当采用

非完备模态参数集进行计算
，
精度仍然很高

，
因此是一种切实可行的方法

。

本文作者曾用此

法完成了某一机床的试验振动模态分析和结构动态修改
，
限于篇幅

，
本文不再叙述

。

五
、

结束语

本文所提出的����法是一种连续对结构进行灵敏度分析的方法
。

该方法 的 优 点 是
�

��可将各种优化设计方法方便地用于结构动力学修改
。

在灵敏度分析的基础上
，
逐次

同时对结构进行多点优化
，
这样做不仅加速了结构修改的过程

，
而且还可以克服仅修改某一

结构参数而达不到要求的弊端
。

��可以直接利用试验模态分析所得的非完备模态参数集进行初始迭代
，
便于应用于大

型复杂结构系统的动态优化设计
。

��物理意义明确
，
编程简单

，
易于在计算机上实现

。
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