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关于运用最小余能原理的一点注记

雷 晓 燕 吕 绍 棣

�建 筑 工 程 系 �

摘 要摘

本文论述 了在对最小 余能原理 变分中
，
乙饥是非 完 全独立的重要性

，
提 出 了正确推导和

理解由最小 余能原理推导欧拉方程的办法及应避 免的错误
。

虽然近年来有关变分原理的论著和文章已经不少
，

但仍有不少同志对如何正确推导和理

解由最小余能原理推导欧拉方程的方法还不十分清楚
，
认为是凑出来的

，
因而常常产生一些

错误的概念
，
得出错误的结论

，
为此

、

本文将对这一问题进行详细的论述
。

最小余能原理是指
，
在所有静力许可的应力场中

，
真实的应力场使物体的总 余 能 ��取

极值
，
即
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对 ���式进行变分有
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应注意 ���式中的乙�，�并不 是完全独立的，
它必须是静力许可的

，
即必须满足
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关于 ��� 中各 �。不是完全独立的
，
这点曾在我们同学之间发生过一些争论

，
有 的 同

学认为
，
尽管乙 ���必须在域内满足 ���式

，
但 ���式是关于乙 兔编导数的约束 方 程

，

至于乙 氏本身并没有给出约束条件
。

他们指出
，
如果选取
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��
上为零

。

显然这样选取的己 氏是满足 ���

式的
。

由于�
�， ��

，……�。是六个任意函数
，
因此乙氏

』
也将是任意函数

，
即是完全相互 独 立

的
。

这种分析粗看似乎有些道理
，
但我们只要仔细一分析

，
就会发现这种推理是不成立的

。
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容易看出
，
上式即为虚功方程

，
其中己�

，�是真实应力场附近
，
且满足静力 许 可 条 件 的

任意微小应力变化
，
而按���式 所 给 的各�
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变的
，
这与乙�
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，
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因此�
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，……�。不可能是完全独立的，

明白了这点
，
可以帮助我们更好地理解和运用最小余能原理

，
及避免出现差错

。

例如在某教材中
，
作者用加权余量法推导虚应力原理是这样进行的

。
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这样构成的等效积分提法是
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因为在域内应力仍满足平衡
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显然作者在推导过程中是运用了乙氏�
，�二 �这个条件的

，
因而�氏是不完全独立 的

。

但加

权余量法则要求权函数是相互独立的
，
否则将不是与儿何方程及位移边界条件相等效的积分

“ 弱 ” 形式
。

所以上述推导是矛盾的
。

此外
，
知道了乙���是不完全独立的

，
我们在从最小余能原理推导欧拉方 程时

，
就 可 以

对己���进行不同的处理
，
以解除约束条件 己氏

，二� �
，

从而得到不同的欧拉方程
。

例如要求从最小余能原理推导几何方程
，
我们从 ���式出发

，
有
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因乙 ���在域内并不完全独立
，
不能直接对上式变分

。
为此引入拉氏乘子 礼

，
将约 束 条

件 乙�
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，
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与弹性力学基本方程类比
，
知 久�的力学意义为位移

�。，
同时对线弹性力学问题

，

因此式 ��� 即为几何方程及位移边界条件
。

又比如我们要求从最小余能原理推导线弹性力学的变形协调条件
，
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同样
，
由于乙兔不是独立的变分

，
不能直接对上式变分

，
为此引进应力函数电�，定义
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如此定义的 氏是满足无体积力平衡微分方程的
，
即满足 ���

，
产 。

仿此
，
引进 乙小�

，
则

乙�，�� � ��� � ���己中 、 �，，�
����

乙 饥
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，
已经不成为变分的约束条件

。

而 各机有六个互相独立的变 分
。

将 �� ��式代入 ���中
，
变分得
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式中边界积分仅影响边界条件
，
由�小

‘ �的任意性
，
可得欧拉方程
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此方程即为用应力表示的协调方程
。

在这里的一般情况下推导相应的边界条件比较复杂

但在经过冗长的推导后也可以得到相当于给定位移边界处的变形协调关系的自然边界条件
。

因此最小余能原理对应的欧拉方程可以是几何方程
，
也可以是变形协调方程

，
视所选择

的独立变分函数而异
。

作者在完成本文的过程中
，
曾与清华大学力学系黄平同志进行过多次讨论

，
颇有启发

，

在此表示谢意
。
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