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摩 擦 碰 撞
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提 要

本文提 出 了考虑摩擦时两 刚体的碰撞理论
。
我们通过分析碰撞中物体的运动方

程
，
指 出 了碰撞过程中物体滑动方向的变化规律

，
从而为确定摩擦力方向和计并李

擦冲童提供 了条件
。

另一方 面
，
利用恢复系数

，
我们确定 了碰撞中的法向冲童

。
当

在整个碰撞过程中清动方向保持不 变时
，
上述理论与�������。 的理论相 吻合 ，

而

后 者仅仅在这一情况下才成立
。

� 泛育 边尸

—
、 寻� 巨

在刚体力学中
，
两个物体的碰撞被认为是瞬时发生的

，
且接触点只有一个

，
每个物体通

过接触点作用一个脉冲力到另一物体上
。

在无摩擦的情况下
，
脉冲力的冲量可以通过恢复系

数来计算
。

但在有摩擦的情况下
，
在刚体力学的体系中

，
尚无满意的方法可供计算

。

为了寻

求一种计算方法
，
我们必须放弃碰撞是瞬时发生的观点

，
而假定碰撞历经时间�

。 ， �
。

相 对 于

碰撞前或后的正常运动时间�是小量
，
然后

，
通过碰撞过程中两物体的运动方程来决定接触

点的相对切向速度
。

利用该滑动速度和摩擦定律我们即可决定两物体相互作用的时变摩擦力
，

该摩擦力的积分即为碰撞过程中两物体相互传递的摩擦冲量
。

当在整冷碰撞过程中滑动方向保证不变时
，
摩擦冲量的方向即为该滑动方向�应与滑动方

向相反一一译者注�
，
而其大小等于摩擦系数乘上法向冲量的大小

。

这便 是 �����
����������

处理摩擦碰撞的方法的基础
，
然而

，
他没有注意到

，
这仅仅在滑动方向保持不变时才成立

，

否则是不成立的
。

这点在����������应用�����
����的方法来处理复合摆撞击固定面 这 个

何题时变得明显起来
，
他发现对某些参数值

，
���������的方法将导致能量的增加

。

事 实 上
，

在摆撞击固定表面的过程中
，
滑动速度要逆转它的方向

，
因此���������的方法是不适用的

。

我们的计算方法的困难主要有如下两点
�
一是两质体 �在碰撞过程中�的运 动 难 于 确

定
，
二是由于法向力为时间的未知函数

。

为了克服第一点
，
我们将利用碰撞时两物体的位置
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几乎没有改变这一事实
，
为此

，
在推导时

，
令����， �

。

为了克服第二点
，
我们将把直到�

时刻为止的法向冲量作为独立变量来代替变量 �
。

如此
，
我们可以从运动方程中消 去 法 向

力
。

在下一节中
，
将推导间题的数学表达式并加以简化

。

在第三节中
，
将引出用着新变量的

法向冲量并把切向冲量表为滑动方向的积分
，
而滑动方向将在第四节加以确定

。

第五节总结

所得到的理论
，
这些理论在一些特殊例子中的应用将在第六节进行

。

一些趣味的摩擦碰撞问题已在��
�������和�����的力学教科书 ������中讨论

，
然而

，

其中一个例子的分析是错误的
。

二
、

数 学 描 述

让我们考虑分别标记为�二 �和�� �的两个刚体
，
它们在�‘ � �时刻发生碰撞

。

因此
，
它们 的

质心速度�
，和角速度�，将从碰撞前的�

，一
和岛

一

不连续地变为碰撞后的��
�

和��十 。

碰撞理论的

目标就是要决定阶跃 〔�，〕 � ���一 �
，一 〔岛〕 二 � �十 一 岛

一 。

为此
，
我们记碰 撞中迢过忿触

点作用于物体�的接触力为 ��一 ����������
‘
��

� �
。

这个接 触 力 从�， � �开 始
，
到 �� � ��结

束
。

因子�一 �� �保证了物体之间的相互作用力大小相等
，
方向相反

，
而因子����使得 这 些作

用力大得足以在碰撞中产生有意义的效果
。

碰撞过程中
，
接触力与物体的速度有关

，
因此有必要来分析它们

。

为此记��、 ��分 别为

物体�的质量和绕质心的转动惯量张量
。
��

’
��

声

���
、
�，，��

产

���为作用于物体�之质心的外力及

外力矩
。
此处�为外力及外力矩的时变范围

。

于是
，
运动方程是

�，

鲁丝浮尸
�

�芍�
� ��
�导�

，

公等黔 卫普卫
�」

�等�
� �

�芍�
� ��
�导�

��
一

��

� �
，
� ��

�

��

��
·

��中
，
�‘��尹���为物体�之质心到接触点的矢量

。

碰撞的概念是基于 � � ����为小量这一假定
。

为研究碰撞过程中的运动
，
我们引入新 的

无量纲时间变量�二 �产��
�，
并把��

�

����
·

��改写为

、 ‘
��

， ， � 、 �。 ， 、 �

� ， 。 � ， �
� 、

到��
一一万下

�

� 气一 ��
� � 气��� � �� 于气 七 �夕

��
��

�

��

��������

��
�一 ��

‘������� ����� �������� ��
�

��

量����
， ��

，
����

， ��
，
�二���

， ��和���� �
， ��与 �和�有关

。

我们假定 当 ���时
�

这些量均具有极限
。
因此

，
在��

�

��
、
��

·

��中让 �，�， 我们将得到关于这些极限的方程
�

�，

华
一 �一 ��，����

� 工

��
�

��



，、�。�
孚

二 �一 ��“��‘。�� ���� ��
一

��

我们看到��
·

��中�����和�、���是常量
，
我们把它们分别记为�，和�了

。

��
�

��
、

��
·

��中并不出现

外力和外力矩
，
而这仅仅在碰撞时才成立

。

因为 �二 �‘��

件是

�
在�， 二 �时变为零

，
因 此

，
初 始 条

�，���二 �了
，
�、���� �了

��
�

��

当�
， 二 ��时

， �� �，
故碰撞后的�，�和��

�

由

�广 二 � 、���
，

�犷
二 �、��� ��

一

��

给出
。

于是
，

��的阶跃是

从�二 �到�� �积分��
·
��

、
��

·

��并利用��
·

��和��
·

��
，
我们得到碰撞过程中��和

〔�，〕 � �一 ��
，
��一 ’ � ��

一

��

〔口�〕 � �一 �����
一 ‘
���� �� ��

一

���

此处�定义为

一

��
�“ ’“ ， ��

一

���

三
、

� 的 确 定

为了求出�
，
我们记

�为两物体接触点处指向物体
�的单位法向量

。

在极限状态 � � �情

祝下
， �与�无关

。

然后我们记����� � ·
����为�的法向分量

。
于是����从�到�的积分给出

直到�时刻为止的作用于物体 �的冲量之法向分量
，
记为双��

，
即

· ‘�，�
��
�‘���·

我们可以用
，
来重新表达���

����的碰撞理论
。

首先

和对速度
，
即

����� � � � �� � �� 一 ��
� � �

� 又 �，
�

然后我们设�。
为使�，�� 二 � ·

����变为零的时间
，
即

����
。
�� �

��
一

��

我们记����为两物体在接触点处的

��
�

��

��
一

��

则从�二 �到�二 �。
这一阶段为碰撞的压缩阶段

，
这一阶段中

，
作用于物体�的法向冲量为 双 �。 �

。

下一阶段
，
即从�二 �。

到�二 �是恢复阶段
，
其间作用于物体 �的法向冲量 是 双 ��一 双 �。 �

，

�����。 二 的理论指出后一阶段的法向冲量是前一阶段的法向冲 量 的
�
倍

，
即 丫��� 一 丫��

。 �二

抓��
。
�

，
此处�为恢复系数

。

于是
下���“ ��� �����

。
� ��

一

��



因为 � ·
�二 ����

，

由��
·

��可决定�的法向分量
。

接触力的切向部分是由于摩擦产生的
。

当两物体相对滑动时
，
它正比法向力�

，
于是我

们可以写

�戈��� ���� 〔� � ���、〕 ， �
·

���、 � � ��
一

��

其中切向量�又��由摩擦定律给出
。

当�乒�时
�

“ 一 件 ��，
如果

��笋 �
�

��
一

��

���《 协，
如果�� 二 �

此处卜为滑动摩擦系数
，
��为城��的切向分量

， ��
为沿

��方向的单位矢量
，
即

人 �丁
·
八

�� � � 一 气�
� � ��� �� � �了一几 ， ��笋 �

，��� �
��

一

��

将 ��
·

��中的�换成 一 “ ��后再代入��
一

���
。

因为如 ��
一

��所示
，
������二 ��

，
我 们 把

�

作为积分变量并把��写成
�的函数

，
又记， 。

二���
。
�

，
如此我们得到

‘一 ‘，�卜 。

�丁
�‘ ’公‘·，�一 ‘卜

·，

一
。

��
‘ 十 �’‘ 。

�‘·，‘ · ‘�· ‘，

最后
，
把��

·

��代入��
一

��和��
·
���得到

〔��〕

〔��〕

二 �一 ������
��� ·�

一
�

丁�
‘ 十 “ ’‘ 。

公�
·��·

� ��
一

��

之 ‘ 一 �，，‘厂
‘

�
���

�
“ � ·，

一
�

丁�
‘ � � ’‘ 。

�‘万，�
·

��
��

· ‘ ”，

四
、

滑动方向
��

�
下

�

��
·

��和��
·

���包含了滑动方向
�����和在压缩阶段传递的法向冲量

� 。 。

为确定它们
，
我们

对��
·

��求导并利用��
·

��和��
·

��得

半
二 �

叁
，

�
��

’ �· �，�
’ 〔 ��� �〕 ，� �玉

�
�一 �

��
一

��

其次
，
把��

·

��代入��
·
��并用�去除得

�

�
， � 、 一 ，

� �� 备 �
、 � 一 ’ ， � ， ，、 � ， 丁一 ‘ 。 。 、 ， ， � � �、 、 、 、 ， 。 飞二 犷

冬二一
。
全华

叫

� 又 谧�
、
�� � ��� ��

� 〔�、只 �� � ��〕 � � ��卜 ��
一

��
��七� ��

�

丫
，
�一

� ‘ 一 ’ ‘

一
‘

” 一
‘ 一

‘ ’ 一 ‘

�
’ � 一

’

�“ �
“

由��
·

��知�
一 ‘�了�

‘ � ���
�，
在��

·

��中将�作为新的独立变量代替 �， 得

�
� 一 ，

� � ，亡， � 、 �

一二一 � 夕 悦 ���
筱

�� 二
二

，
�

�一 �

�� � ��� ��
� 〔��� �� � ��〕 �� ��

� ��
一

��



把��
·

��代入 ��
·

��并注意�� �对应于� 二 �，
我们可得����的初值为

����� �
� � �

� � �� 一 �
� 一 � 、 � �，

��
一

��

为求解��
·

��我们把它分解为法向和切向两部分
。

为此
，
分别用

� ·

和 ��一 � � ·

�去 乘

��
�

��得
�

� �

�
， 一 �

锣
� “ 丁

‘ � “ � 一 ‘ �咨
， · ’

走“
工 �

��
·

��

旦尸�
�

畏丁
��

生

巾 �百 � �
�� ��一 ��

·

����

〔��� �� � ��〕 �� �、

�

〔�二� �� 十 ��〕 � � �
�

� ��
�

��

初始值
�����和

�����则是��
·

��右边的法向和切向部分
。

当�����铸�
，
由��

·

��知 �� 一 件��
。

由此并对 ��
·

��以�到
�
积分

，
我们得到

一 � 一 �

���下�二 ������ ��
� � �

�
�丫

�
�

是
� ·

干
。�厂

’ 〔�，又 。
一

�

�万�
�一��一 �〕 � � �、

�
��

·

��

�� �

将��
·

��代入 ��
·

��我们得到确定
� 。 � 《 �。

�的方程如下
�

卜

�艺
��

、、声�十 �
�

�
�‘乒

‘ 〔 ��� �

一
�

丁百
。

�‘一 ，�一 ，〕，· �
�

�
一�

�
了‘、

﹄

� 一 ����� ��
一

��

其次在��
·

��中令�二 一 林听得

���

�下
二 一 件��

� � �
� � ��丫�

��一 �� 。

�
�，厂

‘ 〔��、 �一
、
公�〕 �

欠 ��

� ��
‘

��

�叉
�

�二 �

由��
·

��我们得到其初始条件为

�����二 ��一 �� ·
��

� � �
� � �

� 一 �
�一 �，� �，

��
一

���

由��
·

�� ��
·

���即可决定�����
，
�《 �镇 ��� ���

。

为求解��
·

��我们引进常向量
�和�� �常矩阵�

，
它们定义为

�
� �

叉 ��一 � � ·

�� �
�
�，厂

‘ 〔��� �〕 �� ��
� ��

一

���

��一 ��� 。

�
�、� �‘厂

‘ 〔���砚〕 �� ��
�

���

�叉
卜

才、 一 � 一 � 尹八 、

��� � 一 卜��
� � �

�
� ���



则 ��
·

��具如下形式

� ��

� � 十 � 而下一 一

�� �
��

一

���
�一�

‘
月�一

，
�

其次我们记
�� � ������

，
������

，
此处� � �

��
�
，
�是碰撞点处切平面内的一个角度

。
如 此

�

我们可以把��
·

���改写为

您�
一 � 、 ���。 十 。 ��、二 。 十 �������。 十 ��，� 十 �

� 工
��、二 。���

� �� ���� “
������

，
��

一

���

� 一

豁
�

一
‘� ” �一

� �。 一 ����一 ���，�‘· 。一 ” 一 ����‘� �“

� �� ����
“ 。�����

从上述两个方程中消去�，
我们得到关于�的方程

，
其解是

��
一

���

，
�

� � ，

� � � � 、 � � 口 飞�� � �
‘ 一 尸 、 �，

�。���五丽万 ‘ � ‘

戈� ��
一

���
����

��。·��” �。·��。·

�
�“ �

于是我们求出

。 ���一 。 �。����
��
��下�

��。 ，
����。 ，��” ，

� ��
一

���
����

解��
·

���和�遵
·
���决定了��

��和��，�
，
因而也就决定了

���，�
。

它们在�������矜�时是

有效的
，
而在� ������ � 。时积分将发散

。

在后一情况下
，
��钓 二 ����

， �随
下
线 性 增 加

，

这将在第六节中看到
。

只要
���劝不为零

，
上述结果就成立

。

如果存在沙
， ���� 》 �荟 》 �，

使�
，

��下勺 二 �，
伐 们

必须检查当
�
�尹时

， ���钓是否仍然为零
。
为此

，
我们在��

·

��中令�����，� � �并求出 �
。
如

果�满足��
‘

��
，
即如果 ���《 件，

则对二�尹
，���劝将保持为零且�保持为常量

，
这时

，
在 前 述

方程��
�

自一��
�

���中我们必须用

� 下朴八 ���� ��丫 。
八

协

�
� �·�‘ ��‘ 十 〔�‘ 十 ��‘

。 一 ‘ ’ 〕 ‘来代替 林
�

。 “ ·�‘ ，�‘ ·

��
�

���

如果尹�
，� 。 ，
则��

·

��也要作相应的变化
。

五
、

理 论
，

悠 结

现在我们可以总结我们的理论如下
�

���
�

由��
·

���和��
·
���计算滑动速度

���‘ �
， �《 ，《 ��� ��‘ 。 ， ‘ 。

为��
·
��的解

�

���
。

由��
·

��和��
·
���计算阶跃 〔��〕 和 〔�，〕 。

���
�

如果
���砂�� 。 ，

利用前一段所指出的方法检查是否当��尹时
， ���力仍然为零

。

如果听确实保持为零
，
则在速度阶跃的表达式中作替换 “ ·

��
。
如果沙� ‘ �，

则 “ �

�� 也要

‘ ��才



作相应的变化
。

上述理论包括两介材料常数
�

恢复系数
�
和摩擦系数协

。

应用该理论的主要困难在于计算

��。

下面我们要说明在一些特殊情况下
，

如何应用该理论
。

六
、

应 用

��� 滑动方向不变的情形 假设由��
·

��和��� ���推出

������

�，�
平行于

����� ��
�

��

则直到下 二 尹使
���钓为零为止

， ���劝将保持与
�����平行

，

滑动方向
���劝将保持不 变

。
于

是
，
��

·

��的解是

���丫�� ������ �
������

�丫
�成

丫《 丫补 ��
�

��

而由��
·

��得到如下简单的结果

���下�� ����� � 下
������

�，�
�镇

�
�丫补 ��

�

��

只要尹���
，
我们便可利用 ��

·

��
，

�����

由��
·

��解出� 。 �

� � 一
������

，

��
，� 。 《 下芳 ��

�

��

为求出尹
，
我们在�����中令

���尹�� �
，
再两边乘以

�����后解出
�肠 � 一 ��������

����
·
��������，

如果尹����
���

。 ，
则在碰撞过程中

���不为零
，
��

·
����

·
���简化为

��
一

��

〔��〕 二 一 �一 ��飞��
“ � ·

瑞若器�坛
�� 一 。

砚‘。， ，
��

一

��

〔��〕 二 一 �一 ��飞��� ��
�����

��������下
〔��� �� 一 卜������〕 ��

一

��

因为�����的右边等于�一 ����
一 ‘ ���由��� ���

，
故我们可以看出

，
摩擦冲量的大小等 于 法 向

冲量的林倍
，
这与�����

����的理论相吻合
。

��� 滑动方向改变一次的情形
丫 。 《 丫带《 ��� ��，

。

让我们设 ��
·

��一�����成立
，
但

��
一

��

则当���，时
，
������和云将分别为常量�

���尹 十 �和公 ��， � �
。

����，勺���这一事实
，
由��

。

�� 即可求出它们
，
然后

，
由��

·

��得
�

利用���，份 � �平 行 于

�� ��� ���
。 � 一 卜下朴 �����一 卜 〔 ��� �� 丫 。 一 下朴〕 ���下朴 � � ��

·
��

将此代入��
·

��和��
·

���即可得到 〔��〕 和 〔��〕 。

吞刚性摆撞击固定表面的特殊情况下
，
由于法向和切向相对速度同时变为零

，
故我们有

，， � � �。

而且
，
由于在，处切向相对速度逆转它的方向，

故有公�
丫� 十 �� 一

公�。� 。
于 是

性��气



��
一

��成为
洲自、

�二 ��� ��丫�� 一 ��一 ��林下
。 �� ��� ��

�

���

在这种情况下
，
摩擦冲量的大小等于法向冲量大小的卜�� 一 ������ ��倍

，
该值小于比率林

。

只有在整个碰撞中滑动方向保持不变的情况下
，
摩擦冲量与法向冲量的比值才为林

。
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