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关于
“
�型微积分学

”

的设想

刘 诗 俊

�蓦础课部致学教研室�

摘 要

本文以
“
时

、
空量子化

”
观点为指导

，
提出一套数学方案

，
称为

“
量子型微积

分学
’
�简称

‘
�型微积分学

”
�

。

并以�型方程为主要工具
，
在力学

、
电学和其它

领域中得出若干新公式和新规律
。

对数学按新观点作了一番重新组织
。
出于理论的需要改革了几个旧术语

，
引进

了一些新定义
。

改造旧框架的目的是为了更好地描述实际问题
。

作者认为
“
�型微积分

”
比经

典微积分更合理
，
也更简单

。

一 引 盲

我们提出
“
�型微积分学

’
的主要根据有二

。

第一个根据是
�
在自然科学的各分支 中

，

人们对空间和时间变量 ��
， �， �，

�� 的理解和运用都应当有最小单位 ��
二 ，
�

，，
玩

，
���在

不同的学科中它们可以取不同的值
。
以热力学中的温度场为例

。

由于温度�是分子平均动能

的盈度
，
所以空间中某点的温度是没有定义的

。
当�△���玩�此玩应当比分子直径大许多丫

时
， △��△�是有定义的，

但
。 ��

。 �就无意义了
。

第二个根据是
�

当代物理学中无数的事实

似乎都指向一个结论
，
那就是空间与时间都应当量子化

。
由此可见

，
用微分方程来描述和解

决实际间题
，
其误差 �指微分方程的精确解的误差�是相当可观的里而适当尺寸的差分方程

的解
，
应当比微分方程的解更精确

。

二
、
�型徽分学 �一元�

�
，
一元函数的定义域

我们只考虑函数� 二 ����
。
其定义域

��� 笼�
� � � ��卜 �任� �整数集�

���为最小线元 ��可称为空间量子�

函数�的值域����� �实数集�
。
我们称这种函数为 “ 半�型函数” 。

�，
�导数

本文于����年 �月��日收到



���导数定义

定义�
。
� 对于��

�户
‘�，

�
① ���

����
，
取

��� � ��一 ���

一 �

���� 一 ��� 一 ��

一 �

��� � ��一���一��

一 ��

��
。
��

��
。
��

��
。
��、�声

�
︸了、

①产‘�

分别称之为函数�二 � ��� 的右�导数
、

左�导数及�导数 �在本文中
，
在不致于引起混乱的

一

情况下
，
就称之为右导数

，
左导数和导数�

。

实际上
，
这三式就是差商

，
但它们是新方案的基础

，
不得不冠以新的名称

。

��求导法则

直接根据导数定义
，
得到如下法则

��关于求�导数的法则

〔� ��� 士 � ��� 〕 ① 二 �① ��� 土 �① ��� ��一�

工� ���� ��� 〕 ① � � �二 ����① ��� � � �� 一 ���①��� ��
�

��

� � �� ���� 。 ��� �� �二一 ���① ��� ��
� 。�

�竺竺〕 ① �

、 � ��� 产 一

� �� 一 ���①��� 一 � �� 一 ���① ���
��

。
��

� �� � ��� �� 一 ��

��关于求右�导数的法则

�� ��� 士� ��� 〕 分
� �尹���� �厂���

��
。
��

�� ��〕 � ��� 〕 少
� � �二 � ���尸��� � � ��� �少���

��
。
��

〔 生恤�〕
���� 产

旦丝业塑二竺
兰业 �
丝道二

� �� � ��� ���

��
。
���

��求左�导数法则

上� ��� 士� ��� 〕 � � �
� ’

���士 �多 ��� ��
。
���

〔� ��������① � � ����罗 ��
。
���

��二生
�

〕 ① �

、 � ��� 产 �

��� 一 ���罗

���

���

十 � ‘一 �，�
昌
���

一 ��� 一 ���罗 ���
�

��
。
���

� ��� � �� 一 ��

��导数表

根据导数定义及求导法则
，
可求出任何半�型函数的导数

。

现将几个常用函数的导数 列



������
���人�人

成下表

工��导数表

① �① 一 。

② ����① � 。

⑧ ��，�① 二 ��

��
。 �① � �� �� �

�

��
一 ��① 二 一二上

一
�

� �一�之

�����二�① � 止三些生
� 。 。 ��二

�

��
�

花二
。

���

��
。
���

��
。
���

��
�

���

��������一 �三竺上
。

�
��

。
���

乒

������①
�包些些

�

��
���� �� � ��

· �������一 ��
��

。
���

�������① � 一丝丝兰乡
�

��
����

�

�� � ��
·
���� �� � ��

��
。
���

��。 �① �
竺全上二 ��� ��

。
���

��

��， ① � 气互旦些
�“

�

����‘ �二�一王
���月二

�� 工一�
��

。

���

��� 。 ��① 二 三�
二

祥土二�
�� � 一 �

��
。
���

�众，�① 二 竺互丛些之
。
��二

�
��

。

���

������① �
业述些些�‘

����

�

才

�
。
��少

��右�导数表

�

��
�



�尸
� 。

����尸
� 。

��
�
�尸

� �� � �

�� ，�于
� �� ， � ���

�

、 � 一 ‘ �厂
二

一卫一� �� � � �

�������户
� 兰

、 ��些
。 。 �

� �

�。 。 ����尸
� 一兰

�、�些
� �

��
。
��尹�

��
。
��，�

��
。
��尸�

��
。
��，�

��
。
��，�

��� � ����� ��
。
��，�

、�� ��� � ����� ��
。
��，�

�。����少

�。 �����户

�����
�二

一
�

�

�

����� � ���� �� � ��
��

。
��，�

�����

� �����

�
· ���� �� � ��

��
。
��，�

��二 �户
二

�

吐生
�

��

�
��

。
��，�

， �� 、

①
气���� �里兰三

�。

�
��

。
��尹�

冬

�一����尸
� 生 �。 ��� ��

��

�

皿�左�导数表 �略�

�� 高阶�导数

用递归方法定义� 二 ���� 的
�
阶�导数如下

�

��
。
��

‘
�

定义�
，� �‘

������

�
� �������

��‘一 ，����� 。

��
千�一 �》����尸

�注�
��

。
���

口
�
� “ ���� �� ��砚

� 一 �� ����

由定义可直接得到

��
。
���

��
。 �����

�

����
。 �一 ����泣

�

��� � ��‘ �����
��

。
���

�艺

�� �

、 、 �

几�二屯之石二二�
，，、 ，，，

� 、 � ， 、 、 ， 、 ，① ， 、 ，�‘ �
， � 、 ，

公
， 、 ，�‘ � ， 、 � ①

， �� 、

汪 刀 �引卜与��仪
一

叹们桃正
�’ 一 ‘ 、 � 少� � 、 � 厅 � � 、 �， � �� 、 �， � 一 气�， � �一

林 ��

更高阶的�导数也如此
。

�

��
�



��将函数按各阶导数展开

我们得到如下公式

�

���� � 艺 ������ 一

�� �
��� ���������� ����

“ 卜盆��
�� ���� 一 �� � ���� ��

。
���

此式对任何正整数
�成立

。

对���� 没有任何特别的要求
，
只要���� 当� 二 �� ��为 任

·

何整数�时有定义
。
�注�

例 对于��劝 � � 名，
有

�①�� 一 ���� � �� 一 ���

�②��一�� ��
�⑧ ��� � �� �④ ��� � ……

于是由 ��
，
���式

，
得

� � � �� 一 ��� �� �� �� 一 ��� � ��

���微分中值定理

由�导数定义立刻看出

��� � ��一 ��� 一 �� � �① ���
�

�� �� � ���

这就是一个中值定理
，
且�恰好是 �� 一 �

，� � �〕 的中点
。

但对 一般区间
，
却没有这样好

的结果
。
我们只得到如下定理

。

定理�
，� 在区间 ��

，
�〕 上，

有

���� 一 ����
�① ���� �卜

��
��

。
��》

�一 �

在此
， � 二 ��

，
�� ��

，

— 二 �，

�

���� � � ���一 ���

证
�
显然有

，

望
，

�
， ‘ � ，

严
， ， ，

乙 � 灭����� � 乙 气� 叹�一� 七�� � 气工一 乙夕 夕
�� � �� �

� ���� 一 ����

�一 �

又 — 二 �，
所以 ��

。
��� 成立

。

��

注 规定��
����� � ����



��函数的极值

定义�
，� 若���

。 士��夕� ��
。
�

，
则称����在点� 。

处取极小值���
。
�

。

若���
。 士������

。
�

，
则称���� 在点� 。

处取极大值
。

引理�，
� ��若�二

� ��
。
�

�

�夕 ��
。
� 《 。 ，

则���
�
�是����的极 值

�

这 时
，

、
二 。 ① ， 、 � �

� � 。 ， 、 、 ，
�

，

一
、 ，， ， ① ， 、 ， � � ， ， ， 、 、 �

�
，

一
兰 � 一 吸� 。 � 夕�时� 气� �少 刀橄人但

。
白 � 一 气� 。 少 久�盯

， � 气� 。 声 刀傲��
、
但

。

一
。 ① ， 、 ， ① ， 、 、 。 。 �， 。 ， 、

一 。 ， ， 、

一， 冲
艺少 右

�

工� 气� �夕
’ �一 �� �少 产� �， 只组� 气工 。 夕 刁、

龙三� 、 �少 圳饮�且
。

此引理的证明是显而易见的
，
故从略

。

推论�
� ���

。
�为极值的充要条件是

��、 、 ， ① ， 、 ， �

�� �少
一 �� 气� �少 燕尧�

推论�
�

证
�

由

若�① ��
。
� � �

则���
。
�是极值

。

��
。
��

、
��

�

��及 ��
。
��可见

�。 �工
�
�

� 自�

�，

丁 ��哀 ��
。
� ��

。
��

于是

�户��飞�
� �少 ��

。
� � �

�尸�� 。
�

�

�夕 ��
。
� 《 。

所以���
。
�是极值

。

例 求函数���� �护的极值 �� � ��
，
�〔 ��

解
�
因为 �厂

�夕

���� �� � � �参看 ��
�

��，�式�

���� �� 一 �

根据引理�
�

�的推论�
，
� ��� 为极值的充要条件是

��� � ����� 一 ��《 �

�一��
一
万成

�《

但� � ��，
所以� � �是���� 二尹的唯一极点

。

极值为���� 二 �

三
、

�型积分学 �一元�



�， �型原函数

定义�
�

� 若����是��
��的右�导函数

，
即

�夕�
�� � ����

则称 ����是����的 “ 右�原函数
” 。

定义�
�

� 若议�� 是��劝 的左�导函数
，
即

�
�

‘

��� � ����

��
。
��

��
。
��

则称����是��
��的 “

左�原函数
” 。

定义�
�

� 若����是����的�导函数
，
即

� 。 ��� � ���� ��
�

��

则称����是���� 的 “ �原函数 ” 。

定理�
�

� 任何函数����
，
只要 它 在�

�� 标�� ������任�� 上有定义
，
它都有�原

函数
，
而且有无穷个

。
它们在 〔�，

���上均可表为

�
�� 乏������ � �

�

�� �

���� ����

��
。
��

�� ���� ����

�当� 二

� �
�

�当� � ����

厂
�
代�
仁

一一 一一
‘ 、产

�
�
�、

�

证
�
�� 可直接验证由 ��

�

�� 表示的函数����满足

�① �����
� ����� ���� 一 � ����一 ��

��
。

�� 式
。

事实上
�

��

�����

又

丫，
� �� ��十 �� ��一 � �����

�
尹

����十 �� ��� 一
� �

�

� �
�� ��

�

一��

� � ����� �� ��

所以

�① ��� �� ����

�� 若� �办 是� ��� 的一个�原函数
�

贝性

�� ��� 一 � ��� � 二 �

毛��
·



令 � ��� 一 � ��� 二 印 ���

于是

则甲 ① ���
二 �

甲 �� � ��二 甲 �� 一 ��

但
� 二��

，
所以

甲 ���� ����� �� ���一 �� ��

所以

甲 ����� ����� 甲 ����一 �� �� 二
，
二 � �

甲 �����二 甲 �� ��一 �� �� 二 … � �
�

可见� ��� 可用 ��
�

��式表示
。

证毕
。

现在引入记号

，
�

�

当二 � ���� ���

�铃 � 之
�“ �

�

当
� 二 ���

显然
，
若�

，
��� 是� ��� 的任一�原函数

，
则��力 的�原函数一般表达式是

��
��� � �关

仿此
，
可以证明����的右�原函数及左�原函数的一般表达式在 【�， ���分别是

��
�

��及 ��
�

��
。
即

�

�一 �

� ��� � �艺 �����
�于�

�

� ��� � �艺 �����

� �

� �

�当� � ��� ��
。
��

、

�当� 二 ��� ��
。
��

�， �型定积分

为�方便
，
仍设��

��在�
� � �� �� � ��� ��〔 ��有定义

。

定义�
�

�
‘

对区间 〔�，
�〕 ����

， �与�均实数�取

】� �
������

· 〔—〕 ·
�� 二 �

��

�� 】
������

· 〔—〕 ·
��二 � � 〔 · 〕 表示

·

的整数部分�
��

�� 若���
，
则�一 ����

。

取分点

��� � � ���
， �� �

，
�

，… ，。 �� � ��一 ������

得到�个长度为△ � ‘ 二 ��的子区间 ��
�， ��， �〕 。

取每个子区间的中点

‘ ���



七
，� � � ���� ��� 〔 〔�一， �，， �〕 ���� �

， �， … ，
�一 ��

把有限和 佳
��△��叫做����在 ��

， �〕 �或 ��
，
�〕 �上的 ��型中值定积 分

”

�� �

并记为

� ‘
艺������� � 艺

�

� ����� � �� ��� � ���� ���� ��
。

��

��若� � �， 规定

� �

艺����� �� � �� 艺
�

������

定义��� 对上述 〔�， ��
，
取

�� �
������

· 〔—〕 ·
� 二 �

�

�� �
������

· 〔—〕 ·
� � �

�

�� 若�� �，
则�一 ���

。

取分点

��� � � ��
，�� �

，
�

，… ，
� �� � ��一 �����

� � �

得到�个长为△��二 �的子 区间 〔��，��� �〕 。

取 �
一 乞

�，
把有限和艺 �’����△���

�� �

叫做���� 在 〔� ，
�〕 �或 〔� ，

�〕 �上的 “ �型左端值定积分
” 并记为

��
。

��

� 一 �

艺 �����△��

艺������

�一 �

�

� 艺
�

�����

�一 �

� 一 �
� � 艺 � �� � ��� ��

。
��

� �

�� 若
� � �

，
规定

艺

�一 �

定义�
�

�

� �

���� �� � 艺
�

����� � �

�一 �

在定义�
�

�的符号之下
，
仅仅改变认的取法

。

现在取之
�二 �，， ，。

��
。
���

当�� �，
把有限和 � ��，� �

�△��叫做����在 ��
，
�〕 �或 〔�，

�〕 �

上的
“ �型右端值定积分

” ，
并记为

艺

�� �

�
人����� 二 艺

�� �

� � 一 �
。
���� � � � 艺 � �� � ��� ���� ��

。

���



当� ��时
，
规定

式�����
� ����幻 � � 。

�� � �� �

�
，
�型 ������一�

���。 ��公式

定理�
�
� 若 �①��� � ����

，
则

�
艾��

���� 一 ����
����� � ��� 一�� �

。 �

��
。
���

��
。
���

证
�
若�� �

，
��

�

���式显然成立
。

若���，
这时�一 � � ��� ��》 ��

艺人������ � 艺。�

‘ 厂二 �一 �爪
户 、 � 了

一
��， �乡 口 、 �了 � 了

一
�， 、 合产 护

‘ ， �
。 �

� 、 ， ‘

气�夕 艺乙 � 乙 ‘ � 叹�夕 �‘ 二 艺七 乙 � 气扭 � 叹艺�� ��七 尹��

� 一 �� �� � ���� ����一 � �� � ����
�� 习

—
二 ��� � ���� 一 � ��� 二 ����一 ����

·
八 ‘ 且�

� � �

证毕
。

还可以证明两个公式
，
即

一一 ① ， 、 ， ， 、 。 ，，

�夕 右
，� � 气�夕 �� � 叹�少 ， 纵幼

二
艾��

��� 一 二
���

��� � � ��� 一 � ���

�一 � �一 �
��

。
���

一 。 ① ， 、 ， ， 、 。 ��

�少 右 尸 一 叹�少 � � 气�少 ， 贝鱿

�

���� � 乙
�

����� 二 � ��� 一 � ���

�� �
��

。
���

��
�

���及 ��
�

���的证明都很简单
，
故略

。

这样
，
我们就得到三种�型������一�

������公式
。

四
，
�型常微分方程

本节所说的
“ �型常微分方程

”
实际上就是差分方程

，
但本文赋于它新的意义

。

我们 认

为当�适当选择后
，
用差分方程描述实际间题将比微分方程更精确

。
因此

，
研究的重点应 当

放在这种方程上
。

本节将叙述�型方程的初值问题理论
，
并运用这种理论在电学

、

力学 及其

它方面推出若干 �我们已得到许多这种公式
，
仅择要发表几个�与经典理论不同的公式

。

定义�
�

� 形如

���
， �， ��‘ �， … ， ��

���� � ��
。
��

���
，

���
，

…… ，

……

�
全
’�� �

�
竺
’�� �

��
。
��

���

�，�

�， � 一 ��
。
��



之一的关系式叫做�型 �阶常分方程
。

如果将� � ‘ �·� �于是�‘�，� “ �，���
，

�犷
，�
� ����代入上式某方程后

，
该方程变成

�二 � �当� 二 ���

则称� 二 � ���是该�型常微分方程的解
。

关于�型线性方程
、

�型非线性方程等概念均养似于普通微分方程中的相应概声
，
兹 不

赘述
。

在初值问题中
，
我们只研究方程 ��

。

��
、

�� 关于�型�阶微分方程初值问题的基本定理

定理�
�

� �型�阶方程初值问题 ��� 的解在�
�

� ��
， 。 �存在且唯一 。

�
�
�
二�
�
� � ���

几������
一 �

�犷
’�。� �

��
， ���

，
�二

，， ���

卜
“ �， �

，

�孟
一 ��

�
��� � � 〔 ��

自 〔�， � �。

� 一 �

由右�导数定义 ��
。

�� 及高阶�导数定义 ��
。
��� 直接得到

��、 � �

� �

�
�

���� �
一�

�

�艺 �一��
， ��丁 �‘ � ��、 一 ��� ��

� 豆� �

�规定��
。 ’���一 � �、 ��

��
。
��

代入 ���
，
得

� �� � ，，��一 �
�

� ��
，
� ���

，

�
“ � ���

， … ，

�
�一

��

����一 乙 �一 ���产��� � �� 一 ����
�� �

��
。
��

令� 二 �
，
得

，
�

������ �
�

� ��
，
�。

，
�，， … ，

�
�一 ，
� 一 乙 �一 �� 主�

，����� 一 �� �� ��
�

��

�� �

又由

��� 一 � ���

�场
�����一����� � ����

��

仁�户�
月冬�

尸�

�
谧
�

得



��乙�� ��� � ��

������ �
�了� � ���，� �

。

��二 �， �， … ， � 一 ��

厂�

�丁
、

将它们代入 ��
。

的
，
可确定��

。 ��

�
，
�型线性齐次方程的通解

我们来研究�型�阶线性齐次方程

�少
，��� 、 �， �二� �‘丁

‘ ’ ��� 、 …… 十 �卜 � ����丫
’ ��� 、 �

。

��� ���� 二 。 ��
�
��

角解的性质
。

显然
，
它的解具有迭加性

。

即若�
� ���

，
�� ���

， …… ，
�， �二�都是 ��。 ��的解

，

�

艺��厂一 ���
二 �

也是 ��
。
�� 的解

。

定义�
�

� 对于函数�
， ���

，
�� ���

， · ， ·

… ，
�
�

���
，
我们把

�� ���
， �� ���

�‘ � ���

�
。
���

�
“ ’ ���、声

�
�气

�斗�，
尹�、�月丰�

��
， ��

�
‘” 一 ” ���

， …… ，

�
‘’ 一 ‘ ’���

一一��

枪为这些函数的�型������行列式 �以下简称���

定义�
�

� 如果有不全为零的常数�
，， ��

， · ·

… ，
��

，
使对�

� � ��百 ��
，
�〕 �或

〔�， � ���或其他区间�
，
都有

乙��犷� ���
二·

�

� �

则称�
、
���

，
�� ���

， … … ，
�
二

�力 在 ��
，
�」中为�一线性相关

。

否则
，
就称它 们 在

〔�，
�〕 上为�一线性无关

。

引理�
�

� 如果�
�
���

， �� �二�
， … … ， �

。
���为�一线性相关

，
则它 们 的 ��恒

为零
。
�证明甚简

，
兹从略�

引理�
�

� 如果�型
�
阶线性齐次方程 ��

�

二专�的解�
，
���

，
�� ���

， …… ， �
二

���

在 ��
， � 二�为�一线性无关

，
则它们的��在任何

� 二 几 任 〔�， � ���不为零
。

�

��
�



证
�

用反证法
。

若有� 。 � �。 � 〔 〔�，

令 ���
，��

。
� 一

��
作关于�润方程组

� ��� 使� ��
‘
� 二 �

��� �

��

�
。

� �

�
了

� ��

�
。

十 ��

�
‘

� …… � �
。

�
。 二 。

十 ……��

�
‘ � 。

��
�

�
“ 一 ‘ � � �

�
“

几
‘ �

·

……�
·

�
“

�
‘ � 。

尸�
�

�

�
��、�

�

因为� �� 。� � 。 ， 所以 ��� 有不全为零的解 ��
�， ��， ·

� … ，
��

。

现在取

��二� � 芝�
��� �二�

�� �

贝。��� 。
� 二 �一

�
‘ ” ��

。
� �

一
二

�
�” 一 ” �� 。

�

所以� ���
‘
是方程 ��� �乡在初值条件 ��

�

�� 之下的解
。

但平凡解 甲 二 �也是

��
， ��

���
。

�� 。 如 二
、 、 、 ， 。 �

�

。 ， 、 ， 。 � �。 ， 。

、 � � � 、 口，用午 。 口�〕己叮丫用下夕亡 卜沐一
口妙 气�签�乍�声乙 正宝 、 。 � � � 夕

� 、 口 一 口 �

���二 甲 ��� 二� �当� 〔 ��任 〔� 。 ，

。
可见

� ����这与假 设条件

��
�

���
， …… ，

�
。

���为�一线性无关�矛盾
。

故� ���恒不为零
。

证毕
。

由以上两个引理可见
，
�型

�
阶线性齐次方程 ��

。

�� 的�个解�
，
���

， …… ，
�

。

��

的��或恒为零
，
或恒不为零

。

引理�
。

证
�

� 任何�型�阶线性齐次方程都有�个�一线性无关的解
。

取方程 ��
�

��的解�， ��� �� � �
，
�

， …… ， ��使对某个
� 。
满 足

�
� � �

�乙，为长
��������符号�

及�
一一

、少
�

产‘、
��拜广士�

�根据定理�
�

�，
这些解都存在�

。

于是

�
‘ � ”

�� � �

“ “ 。 ’ 一

�
· · ·

… …

�� � �

可见� ��� 恒不为零 �当� � ���

由引理�
， � 知�

‘
���

，
��

引理�
。
� 若�

�
���

，
�� ���

���
， …… ，

�
。

���为�一线性无关
。

， …… ，
�
�

���是方程 ��
�

�� 的�个�线性无关解
，

则适当取常数�
�， ��， …… ， �

。

可以将方程 ���
�

��的任何解表为 名���� ���
。

�� �



证
�

任取方程 ��
。

�
“ ， ��

。
�

��的一个解����
，

��� �
， ��

于是

…… ， � 一 �� 随之确定
。

又 取 甲 ��� � 艺���� ��� 由
�� �

誉
��

�
‘ “ ’ ��

。
� 二

� �

�“ ，�
��

。
� ��� �

， �， 一
， � 一 ��

可唯二一确定�
�， ��， … ， �

二

�注意行列式� �二
。
�斗��这时

�

，
少

，
��

�
�

�

二 �少
’
��

。
� ��� 。 ， �， … ， 。 一 �� ��

�

�。�

所以 甲 ���和���� 都是方程 ��
。

�� 的满足同样初值条件的解
。

由定理�
�

�可知

甲 ��� 二����

证毕
。

我们把方程 ��
�

�� 的�线性无关解�
， ���

，
�� �劝

， … ，
�
�

��� 的线性组合表达式

���� �

叫做方程 ��
。

�� 的通解
。

�
、
�型线性非齐次方程的通解

现在研究�型
�
阶非线性齐次方程

�犷�
�� � �，

����犷
一 ” � … � �卜 � ��� �二

‘ ’ ��� � �
�

��� ���� � � ��� ��

其中 � ��� 寺 � �当
�
曰��

作出与 ��
。

��对应的齐次方程

�犷
，
��� � �，

��� ���
一 ‘ ’

��� 十
� ， �

十 �
。 � ，

�二� �‘飞
， ��� 十 �

。
��� ���� � 。

��
。

… ，
�
。

���是

。
���

��尹�

引理�
�

� 设� ���是 ��
。
���的一个解

，
�� ���

，
�
�
���

��
。
��产�的

�
个�线性无关解

，
则适当选择常数�

，， ��， …�二

可以将��
， ��� 的任何解表

为 艺 ���� ��� � � ���
�� �

证
�

任取 ��
�

��的一个解� ���
，
则

甲 �二� � ���� 一 � ���满足 ��
�

��尹�

所以有�
�， �

�， … ，
�

�

使

邵 ��� 二 艺���� ���
�� �



于是

� ��� � 万���� ��� � � ���
�� �

��
。

���

习二毕
，

我们把 ��
。
���称为 ��

。
���的通解

。

所有这些结果及其推演几乎都是与线性微分方程理论对应的 � ，
不过条件少得多

，
且更

容易理解
。

�
，
�型常系数线性方程解的表达式

本来用 ��
�

�� 式就可解了
。

但这只能求出数值解
。

我们对常系数方程另行求出解的表

达式 �前人作过类似的工作
，
见参考文献 〔�〕 � 。

为节省篇幅并使读者容易得到要领
，
我

们只叙述一阶和二阶�型常系数方程的通解和满足初值条件的解
。

对任意
�
阶常系数方 程 有

类似结果
，
只不过情况稍复杂

。

�� �型常系数齐次一阶方程

对于

��
，
� 干

、
�

设

�立
‘ ����� ����� � �

��� � �
。

�� �����

���� � ���� �

� ��
一�

—
�

�

�
��一�

� ① ��� � ���
� �

��� 二 ���
��

�见 ��
， ��

‘
� 式� � “

—�
代入 ��

�
�中的方程

，
并约去公因式

，
得

�� � � � �特征方程�

可见

� ��一 �

一 �

� � ������� �一 �� � ��

方程的通解为

�� ��
�盖

又由� ��� � �。
，
得� 二 �

。 。

故 ��
，
� 的解为

�二 �
。 。 �����������一 ��� ���

二 �
。
�一 ��� ��

‘ ’ �

���型常系数齐次二阶方程

� 本节参看参考文献 〔 �〕



对于

�� ��

。 ② ， 、 ，
勺

�� 气�少 � � ��� 气�夕 � � �� 气�� � �

�则

②十了立

一一

，

�
����

仍设��
�� � ��

��

， ① �一

�厂 � ���
��，

了
〕 ��� � �，

��� 二 ��
�。 『‘

��见 ��
。
���式�

代入 ��
�
� 得特征方程

�� � � ��� � � � � ��
。
���

证 � � “ 一 ��� � △
�� 当△寺�， 这时由 ��

�

��� 解出�
，
得

、少
�凡叭

�
， � 二旦

�十训△
一一

，

�

�
� 一 � �一 、 �△

� 一
一

�

��

���一�

再由 �

—
� 二 �

，
得到

�

�
� ‘ 二 “ ��’‘“ “ “ ��’‘一� ‘ � 训

丝
“ ”

�� 二 ������
� �������一�

�一 侧△�� ���

于是方程的通解为

���� 二 �
，。 � ，又 � �

� �� “ 兀

� �，
�������一

� �� 记乙�
，

卜��
� ‘ �� �

�
�������一 � ，一了厕

�

� ��

��
。

由初始条件得

干�
� 十 �

� 二 ‘ 。

、
�

�
�� � ���

� � ��

因为

� �
�一 � ，� 一 了△今 。 �见 ��

�

��� 式�
��

��

��



所以�
，
及�

�

唯一确定

�当△� �时 ��
，
��� 式为复数式

，
可用三角式另行处理

，
兹从略�

��当△ 二 �
，
则

���一 �

一 �

鱿一�
一一一�

� � 卫�。

�

�一 生
。 �� ��

�

用公式 ��
。

��
，
并加以改造

，
得

十 � �劝
，

尸弋劝
� 。

�����厂�
二�

�劝 �尸���、少、�了了吸﹃了气

所以
� ��

是解
。

现在验证��
��

��也是解
。

� ‘ 、 ， 二 � �
� ① ， ， 、 ， � ①

�公 叹�� � 吸�� � � � � 叹� � 乙少 � �

� � ���

所以

①
� � 叹�少 � 七吸� 吸� � �� 一 �

�� ��� � ��� 〕 尸
二 。 ��� �尸

� � ��� 。

尸��� 十 ��

户����尸���

��
。
���

现在用 ��
�

���式求导
，

�� �『��

�
十 一 ’

� ����� � ��‘ � ���
�� � �『�

��� � �� � ��
���

�
�

’

� ��
��

��� � �� � � ����
�盆 � �仪 � ����二�

� �� ��� ����
『� � �

�����

于是

�尸��� � � ，�尸��� � � �����

二 ��� “�� ��� � � � � ���� � ‘ �
� ��

� � � ��� ���

一 � ，
���

���� � �

�，�’ ��� � ��� � � � �

可见�� 二 “ 也是解
。

且� 二

又
��‘
和����的��为

��� ��二�

��
�，

��
��� � ������� ���

一
‘��“ ’ 今 “

所以
��，
与�“ �是�一线性无关解

。

由引理 ��
。

�� 可见方程的通解是

� ��� “ ���‘ � � ������

�� � ���������一 ����
� � � ����

�

��
�



再由初始条件得

���

����� ��
��� ��� �

�所以

��

� ��一 �
。
�

��
�

瓜及丁

�� �
�钓解为

�一 �
。
�

���� � �
��“ � 一石贡五

�’ 工�
��

。
���

� � ������
� �一 �����

� �� ��

� 二 一 � ，
��

�
，
�型微分方程的应用举例

我们将�型微分方程用于力学
、
电学及其他领域

，
得到许多与经典理论不同的公式

。

基

于时空量子化的观点
，
我们认为这些结果比经典结果更精确

。

在此略举数例
，
本文得到一些

新公式
，
尚有待实验验证

。

例 � 放射性元素的半衰期问题

如确定放射性元素的半衰期�，
老办法是解微分方程

� ， ��� � 一 �� ��� ��是质量�

� ��� � �
。

� ��� � � 。 �一�，

� ��� � �
。
��

，
得

�
。
��� �

。 �一 “，

�
、��、

��到由�得再

于是

� � �����

现在
，
我们考虑�型方程

��
�

���

�尹 ��� � 一 �� ���

� ��� � � 。

��、�、
、，�夕

�

�了
吸、



这就是前面讨论过的�型常系数齐次 一阶方程 �见����
，
��

，

即�
。
��� � �

。 。 �，，��‘� �一 ��� ‘ ，

再用 � ��� � �
。
��

，
得

�
。 ��� � �二�

�����一 ��� ���� �
。
��

所以半衰期为

�一 ���� �
� � �� �一 ��� ��

��产�的解在上文中已求得
，

��
。
���

这是我们得到的新公式
。

取一级近似 ��� �一 ���、 ��，
得

�一 ���� �
� 岛 一一两江万一

二

���

�

这就是 ��
�

���式
。

例� 为确定电阻尺
。 、

自感�
。
串联回路电路的电流����

，
老办法是解微分方程

厂

��
尹���� ���

。
��

。
�����二 �

。
��

。

��� 只
�����“ �

。

七

��
。
一电阻

，
�

。
一自感系数

，
�

。

一电动 势
，

它们都是常数�

��� 的解是

����� ��
。
一�

。
��

。
� ��� �一 ��

。
��

。
� � �

。
��

。

现在
，
我们考虑�型方程

��
，
���

���

��� � ��
。
��

。
� � ��� � �

。
��

。

� �
。

厂考贬
、少�，了、

设�认�� � �代入 ��， � 中的�方程
，
得

�
。

�
，

，

工丁� 一

砚
�

峥�
， ���

令 �

·
��

·

� �
。
��

。

��� � �。 ���
一

卜����
，
代入 ��

，
�

，
得



�尸���

� ��� � �
。

二 ����

� ��
。
��

。
������ �

一 �
。
��

。

厂胜悦��
、 、����了、

设� ���

尸�
��二 ���

�， �� 二 �竺生卫
一

�

�

� �
卫红

二 �

�
。

竺兰生
二 � 二 � 一

丛
� �

。

成
》 � �

�一
�

鱼
一

�十 ��

�
。

��� � ��
。 一

丛
� 。 ·�

�
。

��� 二 ��
。 一

玉
� 。 � 。 ������，���一 �

。
���

。
��十

玉
�

。
�

。
��

，
���

这是我们得到的新公式
。

现在
，
对��

。
���取近似

，
用

����一旦
」
少�

�
。

、 � 旦
�
工

�
。

就得到经典公式��
�

���

五
、

牛顿力学的�型化

牛顿三大定律仍旧是理论基础
，
但是我们用平均速度代替瞬时速度

，
用平均加速度代替

瞬时加速度
，
将�

���� �第二定律�型化
。

由此写出物体的�型运动 方 程
，
得 到 一系 列 与

经典�
�����

力学不同的公式
。

对�“ ����第二定律进行了修正
，
并对水星运动的

“
反常性

”

作了猜测
。

我们认为本节中涉及的问题值得进一步探讨
。

这些间题也许是通向自然界中新规

律的窗口 � 只要时间的量子化是真实的
，
本节的结果就具有足够的真实性

。

�
、

预备知识一一向量的�导数

定义�
。
�对于向量� � �����

， ����
， �����

我们定义它的三种导数如下

分 ① ，

�
�

。
，

一 泞
， 、 、

�� � 岁 � �� ①���， �①���， � 住����

�〔 �

��
。
��



�� 争夕
二 �� 夕���

， �
尸�

��
，�

尸�
���

�� 犷夕
一 �� 丁

一

���
， �
夕�

��
， �

夕�
���

��
。

��

��
。
��

，

注意这三种导数都是向量

�
、

�“ ����
第二定律的�型化

取定惯性系后
，
质点的位置用

节���
一
丁尹�

��

加速度为

访���
一
命尸�

��

于是�
�����

第二定律用�型方程

���二 �����
， ����

， �����表示
。

我们规定速度为

��
。
��

，

��
。
��

�亨厂�
��二 声�

��
��

。

��

表示 ��为外力
，
�为

“
质点

”
的质 量�

�
、

自由落体运动的�型化

设质点�在力�� ����为重力加速度�下
，
作自由落体运动

。

给 定初值条件后
，
写出

“
质

点
” 的�型运动方程

���
�
�矛�

��二 �

仁����� � �犷���
� �

。

作与���对应的齐次方程

��，
� �

�
���二 �

我们先求出��
‘
�的两个解

�
，
���二 �和�

�
���二 �

因为它们的��

二 �年�

� �

所以它们是�一线性无关的
。

又��幼 �

及��
�

���式
，
我们得到

�������
，
是非齐次方程�了�

，�二 �的解
。

根据引理�
�

�

�

砰
矛
十 � �

的通解

����� �
� 月

一

���
一

卜 ����� ��三

�

��
�



由初始条件得

厂�
， � �

谧
丈�

� � ������� 二 � 。
�注

，�

于是我们得到�型 自由落体公式

����� ��
。 一 ��������� �����乙�

“

又对��
，
��求右�导数

，
得

��
。
��

�
，
���� ��

。 一 �������� 十 ���������十 ��二 �
。 � ��， 即

� 二 �
。 � �� ��

。
��

将 我们得到的 ��
�

��及��
�

��式与经典力学中的公式式相比较
，
可见速度公式相同

，

但�型化的

距离公式多了一个 一 ����� ���项�

如果 选取时间量子� � �又 ��
一 “ “ �秒�

，
�注

��那么
，
若要此项的绝对植达到�����

，
必须

�二 �����������。 年 � 所以在普通规模的实验中
，
这种

“
距离�的效应

”
是显示不出来的�

�
、
动量和动能定理的�型化

从上述�型落体公式��
。

��看出
，
有必要探讨动量和动能的�型化问题

。

将 ��
�

��写成

云 ①
�

任
内

� 、

� � 十
��少� 护���

于是

����
�

��一 � ����� ����
·
� ��

。

��

将�二 �， � … ，
�一 �依次代入��

�

��再求和
，
得到

叭��一而卜 �

影向
��

’

注
�

��
。
���

又使 ��
�

�� 两端对 � �
�

�� �� 求数积
，
得

��������
�
��� �� 一 �

�
����� � ���

· ��� ��� �� � � ������� ��
。
���

注
，� �①���� �� � ���������� ��

注
��
因为基本粒子的寿命是�� ��

一 “ “
秒的整 数倍

注
� �
仿照��

，��
，
��

， �� 及 ��
， ，。� ，

定义的向量广���的三种�型积分 乒
‘

仪户����
� �� 少

二叉气扩
，， 、 � ，二， 、

伏�� �
工

’

‘ “ ， ‘ ，
筋刁 、

贝迎
。



�� ��� � � ��� ��将�� �
，
�

�

二
，
�一 �代入 ��

。
���

，
并求和

，
得

���� ，���一

�

� � 、 �� ， 。 、
�

不
目

一 之�� � 气、�尸�

乙

二 下，�

昌
。广

‘��业竺里亘过�
�

�圣
。
���

如果�是�的偶数倍
，
则由 ��

�

��
，
��

�

��及 ��
。
��可见

���� ��� ���� � � ��� ���一 � ���

� ��
��

。
���

令

� ��� ���一 � ���

�

二 �势��� ��
。
���

则 ��
。

���可表为

一

冬��
，
���一冬���

�。 �一 艺入广
‘ ， ‘ �一 �

�

���
一 �补���� ��

。
���

‘ ‘ 二卜

我们把艺 ����
· �，���叫做外力����在 〔� 、

�〕 对 “
质点

，，
作的�型功

。
于是��

。
���

�一�

式可解释为
�

“
外力对

“
质彭 所作的�型功等于 “ 质点” 动能的增量

， 。

二� � 。
、

� ， ， ， ， 、 ，

� 石一�
。 ， � 、

��
，
�

， � ， ， ， ，、

一
， � � � 、 ， � � � 、

�

如果�斗��� ��为任何正整数�
，
可取 〔下升 〕 �

�� � �，代替 ��
。
���

、
��

�

��� 及力 ” ‘ 卜 一 ’ “ 一一
“ 一�� ‘

一
‘ ’

切

一压�
产

” ��
‘ ��

曰 “ 一
一 ， ’ 、 只 �

’ ‘ “ ， 、
�

� ‘
� �

��
�

��� 中的�即可
。

这种规定已隐含了能量的不连续性，

�
、
�型二体间题及�型�

�����第二定律

���型二体问题
�

设有二
“
质点

” �， 、
��，

其质量分别是�
�
和�

�，
它们之 间 的 作 用

力是万有引力
。

用与经典牛顿力学相同的的办法 �见参考文献 〔 � 〕 ， �
�

������
，
可

证明此二质点的质心作匀速直线运动
。

现在取坐标原点在质心的惯性系 ����
，
记此二

“
质

点
”
在此系中的向径为

� �二 ��
� 、
�� 、 ��和

�以� � 、
��

、 ��
。

可以证明 �仍见 〔 � 〕 ，
�

。

��

���� 它们的�型运动方程各为

��
。
���

一�一�

一�名�
�、�

一�一�
一十

，母一

了、、�一一︸
、丹尹了 占�且、

�

②十
态气

广几
� 艺 �

� �—一土—�

��令

�� �

一二、

��

� � 。 ��
。
���



�为万有引力常数
， ��� �

�
���� �

、

��
。

此二方程取相同形式
，
所以我们只研 究 ��

。
��� 即

可
。

它相当于将质量�
‘ � �� �

的质点固结于坐标原点
，

在它的引力作用 下

叭些�

“ 质点
” �，

产生的运动
。

于是��
�

���化为

�止盏

式孙卜
一�� �、
�奋 ��

。
���

所以

，� ， 。 ， 、 � 。
二

、 � ， 、

广
， 二 、 。 � ， ， ，

�
‘ � 甲 乙 ‘ ， 一 ‘ � 、 � 一 ‘ 产一 � 、 �少一灯

立��“ �� � 、 胜夕 注
�

��
。
���

可见才�� 十 ���位于由戒�
� ��与 广���所决定的平面内 �当一�� � ��与亨 ��� 不 共线�或

直线
�

� �当寸 �� ��� 与亨 ���共线�
。

对于� ��� ���可作类似讨论
。

继续推论下去
，

可见质点�
，
始终在同一平面中运动

。

在这个基础上
，
我们来讨论�叩��

�
第二定律

。

��������第二定律的�型化

当质量为 ��
的

“
质点

”
受指定向原点的力卞 ���作用

，
这 时下��� ��

一

穷���
，
由��

�

�� 可见

了���
、

击甲�
��二 节���� 戴��� �

仍用

�

巴�
���节�

�� �粤�
��

翔
���

仿照 ��
�

���式的证法
，
可得向量的有向积寸��� �

节���的微分法则

�才��� 、
节����甲

二 石份���
�

节�，�
� 寸����节二�

��� 才于���
、
节甲�

��
�

�
�

�

、声、声��，���石

�
左一‘性

�才、了飞︸

于是

�节 � �节 �曾
二
节

� �节
�亨 、 �讨十

犷
� �

瘾
�

犷
� �讨

�

�

在二体问题中
，
取� � 一 �

��，

�。 ���

式
于是� 二 一�。 尹

共
昙

。

由 ��
一

���得
�注

�
�

注
、
在此

� ���即� 、���

注
� 式

�

�了�

�

���



���� ��� ���� ��一 � ���� � ���
�

�
�� ，

户
、 � �

一
� 、

� 一 一一 一二
�

— � ��， � � 。 【 ��
� � � � 、 ， 、 了 。
� 、 ‘ 产

��
。
���

这就是�型化的���比
、

第二定律
。

它附有一个绝对值非常小 的修正 项 �这是
“
�效 应

”
在

二体问题中的体现之一�
。

所以我们的结论是
�

在行星绕 日运动中
，
向径

� ���在相 等 的 时

间内
，
几乎扫过相同的面积 �注� 由 仅

。
��� 还可以看出

，
如果取若 干 个长 为�的 时间间

隔
，
那么向径在这些时间间隔中扫过的面积愈往后�指时间上往后� 愈大的�

��对水星运动特异性的猜测

犬文学家�
“ 、 ����“ �发现水星轨道在���年大约有角度为��

”
的旋转量

。
�

·

����������在

����年发表于德国《天文通报》���卷的文章�参看��〕��

����中论证了�
�����理论不可 能令

人满意地解释水星运动中这一反常现象
。

��������在广义相对论中提出一个优美的解释
。

我

猜想用 ��
�

��� 和 ��
�

��� 也许能说明水星运动的特异性
。

这个解释如果成功
，
大家也 许会

接受它
，
因为它比广义相对论简单得多�

六结束语

与其说这是完整的理论
，
不如说这是一个初始方案

。

其中许多提法尚待修改
，
但是 我 们

相信建立在
“
时空量子化 ” 基础上的 �型微积分学必将继续发展

。

与其说本文的对象是数学家
，
不如说是物理学家和工程师

。

所以我们把推导写 得比较详

细 �包括某些 已有的定理�
。

本文的数学工具是浅近的
，
而且是化深为浅的

。

但由此得到的力学
，
电学及其他方面 的

公式
，
也许是比较重要的

。

这一批反映了
“
�效应

”
的公式可能是探索大自然 奥 密的 新 窗

口 �

我们仅仅讨论了�
�� ���力学的�型化

， ，

其实量子理论更需要用�型微积分来探讨
，
我们

正在做这件事
。

撰此文是为了参加争鸣
，
使学术空气活跃一点

。
盼科技工作者不吝赐教

。

在写作中
，
蔡彪

，
何岳山

，
汤鹏志

，
蒋绍丰等同志提了许多宝贵意 见

，

特向他们 致谢
。

注
�
告�亨���� 谈，��和引八�� ��� 诫�� ���分别是向莎在时间间隔 口

， �十 �〕 和

〔�� �，�� ��」中扫过的面积
。
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