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循环图的自同构群

周 尚 超

�基 础 课 部�

摘 要

本文讨论 丁摘环 国的 自同构群并通过群 的性质夫判断点对称 圈是否为循环 图
。

本文中的图均指无向简单图
。

如果图�的自同构群�� ��� �是可迁群或点传 递群
，
则

称 �是点对称图
。

循环图是一类重要的点对称图
。

设�的顶 点 集����� ��
�， � �… ， � �

�
。

我 们用���引�一 ��
， �一 ��一 ���表示边 。 价 的长度

。
如果�含有一 条长为 �的边

，
则�就 含

有所有长为
�的边

，
那么我们就称�是循环图

。

如果�的不同的边长为
� ，， �� ，…��

，
则 将 �

表示为
�
� �� ��

��
，， ��， …���

。

按照此记法
，
完全图�

�

及其补图�
�

可分别记为 �
，
��

，

， � �
�

一
�

�
， ， 、 、

� � �
、 ，卜 一一 不二

�� 」 � �
�
�

� � 、
� � ， � 、 � ，

�， … ， 〔
一

〕 �和�，
�中》 。

这里 中表示空集
，
表明�

�

没有任何长度的边
。

设�� 恤
，，

�
�

一
� � �

一

… ， � ，
�是一个�轮换

。
显然�是�

�

��
�， ��， …��� 的自同构

。

反之
，
如果�任����

，

则�是循环图
。
因此我们有如下命题

。

命题 � 设�� ��� 卜 �，
则�是循环图的充分必要条件是�有一个�轮换自同构

。

设�
， � ��

， �》 是由�和�生成��二面体群 。
这里�二 ��

，， � �， … �，
�
， �� �� �

���
� ，� 。

�

��
�， ��一 ，

� … 。

命题 � 设 �����卜 �，
则�是循环图的充分必要条件是�

�

��
二士 �

。

这里�
，

��
�‘

表示�吐 �含有一个子群与�
，

恒等
。

证明充分性由命题 �即得
。

必要性
。
设�是循环图且�� ��

�， ��… ， ��

�〔 ������ �
。

若 。 �与。 �在�中邻接
，
则�

’

一，

��
��� “ �一与�

里 一�，��
·

��二 。 �一�邻接
，
即��

� �

�� � �一五与 ��。 ��� � �一�邻接
。
因此

。
�〔 �，

�
�《 �

这里
。 的下标按模�运算

。

系 �设�是�阶循环图
，
则���� ��》 ��。

命题 �

证明

、 。 。 。 ， ‘ � ， 、 ， 一 � �
� ‘

� �
、

�

议切 � 灿� 又� ， 艺 � … 盆� ， �盆气一二一贝�八�� 场 � ��
�。
这里�夕 �

。

汀

不失一般性
，
以� 二 �来证明

。

设�� ��� �
，
�

。 ，
是�的使

� �
不动的元素组成 的
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子群
。

由群论可知��� �川�
。 ，
�二 ���

。 �� �
日�

。 �
�� ��这里�

� �二 �

是�
。 ，
中使

� �不变的元素 组 成

哟子群
。
�

。 ，
�。

��是在�
。 �
的作用下包含

� �
的轨道的长度

。

用���
��表示� �

的邻域用���
��表示

��“
，
��

� ， 。
��� ��导出的子图也用 〔���� �

�〕表示 。

设�
， ‘ �且�，�” ，

�� � ，。

显然有�，���� �
�

� � ��
，
�

。

因 此���当限制在� �
� �
�上 时 �是 �� �� � �的自同荞匆

。 � �
和

��
是� ��

�
�仅

��� 吕

有的两个度为 �的顶点
。

因 此 ����
�
�� � �

或��， 即��
。 � �� � �卜 �

。

同理 由 ���� ��

� ��可推出�
， �� ， �� � �

或
� �。

因 为 士��

� �
�� � ，，

所以�
�� � �

� � � �。
这 就 是

说
，

由�
� �� ��� � �

和�
���

�
�� ��可 推

出�
�
�� �

�� � �
一 。

同理由�
� �� � �� � �

和

����
�
�

�

� 。 �

可推出�
�
��

�

�� � ‘ 。

如 此

类推
，
可得�

�� ��群的单位元 �
，
即��� �’ �

卜 �
。

由此得��� ���
，
所以�� ���

命题 � 设�� ��一

� �， ��
，
���� �

，
则�

�

一 ����
。

证明 设 〔 �任��� �且�
�
�� ��� � �。 ，」�

的闭邻城用 ��
，
��

�

表示
。
� �� �。 �

， �� � �， �� 。

�
，

一

�� �� �� �， �� ， �， � ��
，
�

二 、 � � ��
�， 。 二 ， ” 一 � ，

�
，
�

�二 � ��
�， � �

卜
，， � � 。

情形 � 设�
�
��

。 � 、 �� � ��， �，�� ��� � �。

这时有�
， ��

。 � ���� ��，， �，��� �� �� ，

����
· ，�

� ‘ �扣门风 书气与几
一

��� �气灿矛盾
。

情形 � 设�
� ��

。 ， �� � 。 ��，
�� ���

。
� 二 �� 。

这时有�
� ��

。 十 �
�� �

��， ����
��

�� �
��

�，
��

二

�〔 � �。

自�
� � � �

与�
卜 �� �� 二 � ，

矛盾
。

这两种情形说明�
， ��

�、 ， ，� 今 � ���。

即�
。 ，
中没有一个元素把

� 。 ， ，
映射为 ��� 。

易知有�
� 〔

一

�
� �，

使�
�
��

�
�“ ” �� 。

如果�
，
��

。 、 ，
�� � �，

则�
��，

��
二 � �
� � � �。

且�
���任�

。 �，
矛 盾

。

因 此

�， ��
。 、 �� 钾 二 �，

�� ��
。 � �
� � � 。 、 �。

由此又可得出�
� �� �� 二 � �

或
� �‘ ， 即 ��

。 �
��

�
��� �

。

以上证明了
，
如果�

， �� ，� � � ，，
则�

� �� �� 二 。 �
或

� �� 。

同理
，
由�

� ����� � �可推出

�� ��户 ��
�

或
“ ，，

类似命题 �的证明
，
��

。 �二 �

�� �
，
��� � ��，

�� ��。 。

综合以上情形
，

知结论成之
。

引理 � � 〔 �〕 ， ����� 设� � �
�

�� �， � �
二

，
���

，
则�连通的充分必 要 条 件 是

邪� ��，
“ ，， “ 。 ， … ， ��� 二 �

。

这里�
��表示最大公因数

。

命题 � 设� 二 ��。

� �
， ��

，
�二》 ��

。

若�是连通图
，
则��� � � ��”

证明 由�
�� ��� ，

�
， ，�� 二 �知�为奇数

。

设� � � 飞�� �
，
��任�

。 �。

因为�
� � ��

� 。

�� 十 ， ，�� �一 ，
�
，
�

二 � � � 王�
� 、 ，， �二 一飞， 。 ，

�
，
��一 � 二 ��

�，
卜 �， �二 二 ，， � 工》，

� � � ��
，， � ，�� � �

�
，

类似命题 �的证明
，
可证�

，
��

。 � ，
� 二 � 。 � ，，

�
，
��

。
� � � 。

或
� ��一 �，

即��
� ，��

�
�卜 �

，
如

果�
� ��

�
� � � �，

则�
�
��

�

�产�
或

� ，，
因此�

，
��

。
�二 �

一

，
这样由�

，
��

�
� 二 � �， �， ��

。
��

� �，
可推�

， � �
，
即��

。 ，。 。
�二 �

，
���� �

� ，
� 二 ��� 。

下面我们将�
�“ ，， “ �， … ， “ �

�用�乙 �
， … ，

��表示
，
且顶点的运算是按模�进行 的

。

设�
， � �

�

��
，， � �， … ， �� �

，
�� � ����

， �。 。 ， 。
二 ，

���
。

设 � 二 ��
，， � �， … �� ， 一 � �，

一 “ �，
一

， 一
姗

，
�二

仇
，
从

， …饥， 一 �，， 一 ��， … ，
卜�

。

这个� ���实际上也 表 示

户 ��
�



� ，
��

�
�中与顶点�邻接的顶点集

。

�与�在�
�

中邻接当且仅当�一 �多�
。

如果存在与�互
�

索

的数
� ，
使得�� � �����住��二 �

，
则�

�

与�
�

同构
。

事实上
，
设�与�在�

�

邻接
，
则 �一 �‘

�
，
幻 一 ��任�

，
因此��与��在�

。
邻接

，
即映射�、 示是� ，

到�
�
的同构映射

。

如果
�� 二 �

，

则�，川是� �

的目同构
。
例如当� � 一 �时

， 三、 一 �这个自同构用置换的 形 式 写 出 来 就 是

� � ��� ��
， �一 �� ��

， �一 �� … 。
这是循环图的自同构群包含�

�

的又一证明
。

定理 � 设 ������》 �
。

若�是 �度正则连通循环图
，
则��� � � �

� 。

证明 显然�偶 阶图
，
因此设� � �� 。

��
， 。 �

。

由引 理 �知 ��� ��� ，
�

， 。 � � ���

��
， �� � �

。

若�为奇数
，
则 ‘ ����

，
� 。 � � �且存在

�，
使得�����

，
��� 二 � 几�众

� �
， ��士�

， 土 ��二 谧土 �
， 土 ��

，
�

� 。

��
， ��与�

� �

� �
， �同构

、
��� � “ � � 。

�命题

��
。

注意这里顶点的运算是按模�进行的
。

设�为偶数
，

她为奇如 由 ��� �

�
， · � 二 �

，
可知存在与

以
的

� ， 。 一

奋
�

������
， �卜� ��二�����

。

若
�
为奇数

，
则�
与 �

�
互素

， ��土�
， 士 ��二 �� �

，
士 ��

，

�� 。 《�， ��与�
�
��

， 二
�同沟

，
��� � 二 �� 。

�命题 ��
。

若
�
为侧数

，
则

� � 。
与 �二

一

狡

素
，
因此仍有�

� 。

���
， 二�与�

��

� �
， 二
�同构

。

命题 � 设� � �
� 。

� �
， � 一 ��

， � 》 �则�二 ��� � � ��
� 。 ，

�。 �。 ，
叭��是由�

�。

和 �� �
。 ， 。 。

�生成的 �
“ 十 ‘ �

阶价
。

证明 �的邻域�
。 二 谧�， �� 一 �

， � 十 �
， � 一 ��与 �

�
的邻接�

� 。

相等
，
因此对换 ��

，

�二� 任�
。

同理可证对换 ��
， 二 � �� 任�

，
�二 �

，
�

，
一

， � 。 �

显 然 ��
， � � �� 任 ���

� 。 ，

���， ���
。
� ， 二 弋�

，
�� ， � ， � � ��

。

因为�� �����
，
� 。 � ��

，
�� 一 �� … ，

��
， � � ��和 ��

，
��� 任��，

因此 ��
������� �

。

��卜 �� ��
，
卜 ����

，， �

�
·

� 二 ���护
�， ��

�
。
��

， � � �� 任�
�， �二，

��� �
，
�

，
一

， � 一 ��
。

这 � 一 �个对 换 生

成 �
“ 一 “
阶初等交换群

，
因此 �

” 一 “
戈 ��，， � 。

�
。

设�
，任�

，， �� 。

当�
�

限制在�
，
��

�。 。

上 时

�� �� 一 �

圣圣圣

是�
，
�入

� �

导出的子图的自同构
。

由图 �

乙易知�
，
���二 � ， �，�� � ��� � � �

，

�
�
��� � � 或 � � �

，
�� �� � �� 二 �

� �
，
�� �� � �� 二 � � � 或 �

。

女「�果
￡，
���一 �

，
则�

，
���� � �� 二 ��

，
�

，

� � �
， � � ��

。

因为 �，
��� 二 �

，
�，

�� � �� �� � � �， 所 以 �，
��� � �或

� � �
，
�，
�� � �� � �或 � � �

。

如 果

，勺﹃
�卫﹄万卫

一

图 � � �
��

��

�� ��� � � � �
，
则�

，
���� � �

。 、 � 二 ��
，
�

， � � �
， � � ��

。

因为 ����
， � � ��二

福�
， 二 � ��

，
因此�

�
��

， � � ��� 谧�
， � � ��

。
�
�

��� 二 �或� � �
，
都有 �� ��

。
�

� �� 二 �
。 二 。 � ��

，� � �，�， 。 � ��
，
因为�

�
��

，� � ��� ��
、 � � ��

，
所以�

，
��

， � � ��� ��
，

� � ��
。

如此类推可得�
�
��� � �或� � ���二 �

，
�

， … ， � 一 ��
。
因此�

，， ��
是 由 ��

，

� � ��生成 ��� �
，
�

， … ， � 一 ��
，
��

�， �。

�二 �
” 一 ‘ � 。

最后只要 证 明 �
’ � ’ �《 ���� 。 ，

���， ��� �
。

设 �是由 ��
， � � �� ��� �

，
�

， … � 一 ��这二 一 �个对换生成的 �
” 一 ’

‘



阶初等交换群
，
则���

�。 � �
。

设����二 �
，
�

， 尸 、， 一

�
” 一 ‘�是 �的所有 元 素

，
���

�。

是

�
， 一 ’
个陪集

。

若�
、�� 。 � �

。
��。

则 �、�
。 一 ‘ 〔 �� 。

日�
，
几二宁

。 ‘ 因此这 �
” 一 ’
个部集万不相 同

，

���
� 。 ，

��� ， ��� �》 �
” 一 ‘ ·

�� � �
“ � ‘ � 。

‘

定理 � 设� � �
�，

��
， � 一 ��

，
��� �

。

若�是连通图
，
则��� � � ��� ，

��� ，���
。

证明 因为��� ��
� ，

�， 。 一 �� � ��� ��石
，
�

， 二�
一

二 ��� ��
， 。 � � �

。

所以�积

� 一 �中必有一个是奇数
。

不妨设�是奇数
，
则��� ��

，
��� 二 �

。

这样就存在与 ��互素 的
�，
使

��二 �
，
因此

��士�
， 士 �� 一 �� �一 �士 �

， 士 �� 一 ���
，
�气��二��

， � 一 �� 同

构
。
因为�

� 。 � �
。 � 丈�

， 一 �
， � � ��

，
所以 ��� ， �� 〔 � �� �

。

因此�
�� � 二 ��

�� ，

���， ���
。

例 � 阶数不大于��的连通循环图的群
。

根据上面的论证
。

当�《 �时
，
�阶连通循环图

的群只有�
，
和��� �

， 二 �
，
��个文字的对称群

。

当�二 �时
。
�度正则图 是 � 圈�

。 ，
群 为

�， 。
�度正则图是�

。

��
，，� �》 。

谧� ，， � ��只有��
，
��

，
��

，
��

，
��

，
��

，
��

，
��

��
，
��和��

，
���种

。
��士 �

， 土 ��� �土 �
， 士 ��

，
��士 �

， 士 ��二 魂土 �
， 土

��
。
因此 灌�

，
��

，
��

，
��

，
��

，
��这三种是同构的

。

其余 �种分别是这 �种

的补图
，
它们的群都是�叭�

。
��

，
�� 二 �

。
�命题 �� �度正则图是 �度图 的 补 图

。

因

此 �阶图的群也只有�
。
和�

。
两种

。

同理可知��阶连通循环图的群只有�
� ，
和�

� ，。
��阶图的

群除了�
， 。
和�

� 。
外

，
还有 ��

，。 ，
��

，
���� �定理 ��和�

�� �
� 。
��

，
�� � ��

，。

��
，
�� ��

，
��

，
��

，
�

，
�� ��

，
�

，
��

，
��

，
�� ��

，
���是一个

���阶群 �图 ��
。

图 ��
� 。
��

，
��

下面我们要根据循环图的性质来判断点对称图是否为衍环图
。

定理 � � 〔 �〕 ， � ����阶数是素数的点对称图是掂环图
。

这个定理可用命题 �来证
。

设 �� ��� 卜 �，
�是点对称图

，
则�整 除 ���� ��

，
因 此

�次 �含有�阶子群
，
因而含有�阶元素�

，。
因为�是素数

，
因此是一个�轮换

，
�是征环图

。

设� 二 �
。
��

工， � �， … ， ���
，
�� �

，
则�含有 �边形

。

例如 ��
， � �， � � � � ，， � � ，

�少

是一个四边形
。

�
。

性质若�
， 〔 � 。 ，

�
，
寺 �

，
则犷

�

最多只有两个不动点
。



设�
� 二 � ，� �…� 。 � �

、

�� 二 ���������是两个
�边形

。

将�
�
的顶点

�，
与，�邻接而得的图 称

为双抢图
，

��《 主��� 记为��
�
�。���

� 必�
�

显然是点对称图
。
当 。 二 � �。 叫 ��

，

���
。

与�
��、

��
， 。 》 同构

。

命物� 设� 二 ��
�

且�为偶数
，
则�不是循环图

。

汀明 设�是佩环图
，
则�

��� “ �，
�定理 ��

。

根据�
。

的性质
，
若�

工
是人

。 ��
，
袱当

�
工

寺 �时
，
�

，
最多只有两个不动点

。

但由图 �可 以

图 �弓�
、

接
。

设
��

一

与二 邻接
。

若�

看 出
，
若 �， � ��

，， � 。
� ��

�， �。
� ��

。 ， � ，
�

��
�， ���

，
则�，

任��� �
，
但�

�

有 �介不动 点
。

这是矛盾的
。
因此�不是循环图

。

定理 � 设
�
乡 �

，
则存在 �

。
阶点对称图�

，

且�不是循环图
。

证明 当
� 二 �时

， ��
‘
�立方体�是这样 的

图
。

当� � �时
，
������。 。

图是没有 �边形的 点对

称图
，
因此不是循环图

。

下设
。
� �

。

设�
� 二 。 工� �

… � 。� ，
和�

� � �，��…�
。
�，
都是 �边形

。

令��与 �云， �，二 ，

�‘
、 �

邻控��� �
，
�

， … � ，
下标的运算按模�进 行�，

这样得到的图用�表示
。

显然�
， 二 ��

，� �… � 。

� �

����… �
。

� 任� �� �
。

设�， 二 ��
���� ��

��
。
� �

� �

丫
�

�… ��
�， �，

�
。

若
��
与� 、

邻接
，
则 �� �� �

�或�二 �� �� …则� ，
�����“ ‘ �一 �

与�
�
�。

、

�� 于 一 、
邻

接
。

同理
，
若 。，

一

与轶邻接
，
则�

� �走
、
�

一

与
�
盯

·

邓

�， 犷步萝� �
�，� � ��一 �与�

，
�

‘ ，� 二 � �一 �
邻接

。

若�二 三� �
�

称二‘��
， 。 �� �

勺 ��

人 � �

��
、 ，
� 二 � ，一

冷卜接
。

若�� �� �

�
�，

因此下 二 ��� �是可迁群
，

， ”他�
，
��� �二 ��

一

与�，
��

� ��
二� 。 一 ，一

冷不接
。

这 沌

�是点对称图
。

设�
� 〔 �且几沁 ， �，二 以 �。

图 气 两

������
““

��……
图 � ��� ，�

，
��� ��和又�

� 。
�

出了� �， 。 。

和� �

的邻域
。

由图 �可知�
�
��

、
� � �

、 ，
����

�
�� � �或

二 。 ，
且若�

�
�� ��� 。 。 ，

则

��又�
。
�� � � 。

设�
�
�� ��� 。 �，

���。
二

�� � �，
则�

�

是同构映射��
� �
��牛乡���

。

�
，
�
� ‘ �。 � � �

·

且
�
��

�
�任 ��

�， �
二

�
，
这是不可能的

。
因此由�

�
�� ��二 。 ，

推出�
�
��

�

�� � �，
����

。
�� 。 ， ，

由

��
� 、 � � 、 � �� �

又可推出�
�
��

。
�二 � �， … ，

���‘�“ �，， ���
�� �
�“ ��� �， �� �

，
�

， … ，� ， ‘ � �

�
，
即��

。 ，

卜 �
，
��了�� �� 。

�不是循环图 �系 ��
。

�

嫂�
�



当�� �时
， �阶点对称图都是环图

。

最小的不是循环图的点对称图是 �阶 图
。

除 了立

方体��
‘
和���

�����图外
，
阶数较小的还有一个 �阶图 �图 ��

。

它的群是 ��
�， ��

，
犷。 》 ，

�������
�����

飞飞

�������

图 �一个不是循环图的点对称图

这里�
� � ��� � �� ��� ���

，
�� ���� �� ���� ��

，
�
�
�� �� �� ��

����
。
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民
月

犷忆忆

、 掉、 二二、

全 国铁路高校学报工作第二次经验交流暨学术报告会在峨眉召开

铁道部全路高校学报工作第二次经验交流暨学术报告会于����年��月�� 日一�� 日在四川

峨眉西南交通大学召开
。

出席会议的有各校学报编辑部的代表共��人
，
西南交大校长

、

学报

编委会主任沈大元同志出席了开幕式
，
业向会

一

议讲话
、

表示祝贺
。

会议期间
，
各校学报编辑部代丧积极向会议汇报各自的基本情况

，

交流了工作经验� 热

烈地讨论了如河建设好学报编辑部
，

提高编辑人员素质
、

改善编辑人员的工作条件和经济待

遇
，
提 高学报质量等问题� 报告了学术论文

�
经过议决

，
一致同意筹建 《全国铁路高等学校

学 报研 究会》 。

筹备组由西南交大
、

北方交大
、

上海铁道学院
、

长沙铁道学院
、

南京铁道医

学院组少戊
。 《全国铁路高等学校学报研究会》成立大会初步拟定于明年下半年在北方交大召开

。

最后与会代表还就会议的主要内容
，
商讨了写《会议记要》的提纲

， 《会议记要》将正式行

文发各学校报编辑部
，
送校院领导及学报编辑委员会作汇报

。
�衷�

�
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�


