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河流水质数学模型与数学模拟
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摘 要

本文介绍 河流水质的基本方程及其数值解法
，
并简述 了俐 定水质数学模型的方

法步骤
。

一
、

前
丫全少

口

随着河流的污染 日益严孟
，
人们迫切需要了解或预测污物排入河流后对河流水质所造成

的影
一

内
，
以仗为�台理河流污染提供对策和依据

。

山于在现场试验或用物理棋型实验的办法来

预测污物排入何流后所引起的水质变化
，
需妥耗用大量的人力和物力

。

因此人们探索用效学

模拟 沟办法米预测河流的水贡
。

河流水质的数学校型是描述河流中污染物随时间和 污间而变

化与规律的数学方程组
。

而板据这一数学方程组以各种
�

清况下的污物排放量及河流的其他已

知条件作为输入值
，

进行数学运算求出其输出位即各时刻浴河各处的水质组分浓度
，

这种方法

称为数学模拟
。

早在����年
，
�亡�。 改� 。

和���毕
�
提出的计算河水生化需氧量���和挤解城��

的 数 学表达式
，
可算是最早的水质数学模型

。

但由于在更复杂情况下的数学摸型的解 析 解

难 以求得
，
所以水质数学模拟的采用受到限制

。

然而
，
在六十年代以后

，
随着电子计豹

一

机和

数值计排方法的发展
，
数学模拟又逐渐受到普遍的重视

。

近年
，
关国环境保护局提出的多参

效水质模型������已能比较准确地计算天然水体中各种组分和有机污染物的物理
、

化学
、

微生物作用结果所形成的水质
，
它表明水质数学模拟已逐渐成为河流水质规划的重要工具之

我国许多河流的水质模型还有待制定
。

因此制定适合于我国河流水文特征的水质枚型或

引用国外已开发的模型进行参数率定与模型检验
，
然后用之于我国的水环境的规划 与 竹 理

中
，
似为当务之急

。

为此
，
本文介绍评述水质的墓本方程及其数值解法以供制定模 型 的 参

号
。

本文于 ����年 �月��日收夕，
�

·
��
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二
、

制定水质数学模型的步骤

制定水质数学模型的初步目的在于能够通过电子计算机的运算来模拟天然河流的水文状

况和水质组分变化情况
。

一般说来
，
制定水灰数学模型妥经过如下几于步骤

�

�
、

将原型河流的几何形状简化
，
划分为若干河段

，
在每一河段内具有相同的 水 力 特

汪
，
相同的物理

、

生化常数
。

然后再将河段划分为若干个等长的计算单元
，
并确定 边 界 条

件
。

�愁时
，
根据河流中发生的物理

、

化学和生物学的过程
，
确定影响过程的主要变量

。

这一

步骤为
“
概念化表示 ” 。

�
、

将有关变量按物理学
、

化学
、

生物学的基本规律或经验关系式归纳成数学方程式
，

这一步骤称为
“
函数表示

” 。

为避免数学模型过于复杂
，
对影响计算结果不大的变量可不列入

函数式中
。

或者建立
“
分层次模型

” 。

第一层次模型为描述影响过程的主要变量的关系式
，

而第二层次模型则为次要影响因素对主要变量的修正式
。

例如
，
研究水中溶解氧��的浓 度

时要考虑藻类的光合作用所产生的氧与呼吸作用所消耗的氧
。

所以把藻类的生物量�列入第
一层次模型即溶解氧随时间的变化式

紫
中

，
而藻类生物量本身又有随时间变化的生长与死
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亡规律
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百亡
，
可作为第二层次模型

。

于是
，
将影响藻类生物量增长的日照强度

、

氧
、

磷等营

养物浓度
、

温度等因素列入第二层次的模型中
，
以便分层计算

。

�
、

确定计算方法
，
即寻求函数的解法

。

如果可求得模型的解析解
，
则不一定非用数值

方法不可
。

因为要注意到
�

即使删去次要因素进行简化后所求得的解析解
一

也常常是有用的
。

但在一般
�

睛况下
，
解析解不易求得

。

所以多用数值计算
，
例如有限差分法或有限元法

。

确定

计算方法包括编制计算框图和计算讥程序
。

理
、

祺型系数的率定和敏感性分析
。

由于水质数学模型中必然要包含一些由试验碗定的

系数
，
例如耗气系数�

， 、

复筑系数�
�

等等
。

这些系数只能靠在现场实测到的儿组输入值 和输

出沃浅入换型中来确定
。

这一步驭称为模型系数的率定或估值
。

实际上
，
率定枚型系数时常利

甲戈油竹原型河流的系数资料或实验室中测得的系敛资料
，
代入模型中对所待定的系数进行

份正与调嫂
，
仗输出的计异位与实渊值相一致

。

必要时对棋型的函数式本身也要做适当的修

正
。

杖型系数的敏�乡注分析是为了确定系数估值时所要求达到的精度
。

其办法是将某一系数

故 公牛大一些或戒小一些代入映里中
，
考察模型的输出结呆受多大从拼啊

。

从而确定该系数

价变化对整个模型的敏感草粼丈
，
以反集中注意力确定最敏感的系数的准确值

。

�
、

制定模型最后一步嵘是棋型的正确性检验
。

将另外几组实溯的输入值和输出位代入

已经率定过的模型
，
考察模型的输出计算结朵是否与实测值较好地相符

。

三
、

河流水质的数学模型

�
、

污染物在河水中的传输方程

根据质量守恒原理
，
可推导出污染物在河中迁移传输的规律

，
它是水质数学模型的基本

方程
。

目前在实际工作中
，
对分析长距离河段内的水质变化多采用一维方程

，
因为一维方程



中所需的系数容易根据现场实测资料进行估值
。

设在河段中取一计算单元
，
其长度为��

，
在��范围内河流的过水断面积 为�

，
断 而 平

均流速为
。 ，
污染物 �或某一水质组分�的浓度为

�，
如图 �所示

。

该计算 单 元 的 体 积 为

� � ���，
其中污染物的质量� � ��， 单元两端断面分别为�断面及�� �断面

。

经�断面 随 水

� ，月�

�

��

琢了 月��

�

�“ ��晶必
“ “ ，汉，

�欲�

图 �

流以流速
。 流入的污染物质量为���

，
称为移流输送

。
由于弥散作用而进入的 污 染 物 �

一 ��
�。 �

�盖

�为弥散系数
，
在体积�内污染物由于物理

、

化学或 生 物 作 用 的 变 化

�气 ��

止为

‘“ ��，
只牛由河段旁侧向流进或流出的污物量为�� 而由�� �断面流出的污 染 物 分 别 为

人 �� 、一� �� ��� �二
，

及
一 �� 二仁

书�

十 一竺一 �一 ��

粤
� �二

，
于是由质量守恒原 理 得

�

舒
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，
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�
一

�山一

�
，

�‘
，
��。 � � �

。 � 八

、

二

这里应注意的是
， �

�式中

久
，

与弓令

一

叉 全
一

��� �� 、

具有截然不同的含义
�

���

��

��
裘示山于物理

、

化学或 厂卜柳

���︸、 ‘性己
，
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行�月弓�起必”污染物浓度�的变 化率， 而 二于
一

贝“表示由于移流输送
、 “ “散 、

物理 ‘匕学 生 物 作

洲
，
以及侧向进出所引起的污染物在�

�
范围内随时间的变化率

，
它是污染物浓度 的 当 地梯

度
。

如果由���式求解得污染物浓皮
���

，��
，
那么

，
就求得了各时刻沿河各处污染物浓度的

分布柳律
。

式 ���是属 于第一层次的数学苏型
。

�
、

各水质组分的函数式

污染物 �或水质组分�在河中的浓度变化除了受迁移传输的流体力学规律的制约之外
，

还受旅。于物理 、

化学
、

或生物作用所引起的、 度变化，
即式 ���中的

京
。

经过理论或实

验研究
，
许多人已提出各种水质组分浓度变化的函数式

，
现择要举例说明如下

�

���五 日生化需氧量���
。

五 日生化需氧量���
�

可用一级动力学反应表示其衰减率
，
此外还应考虑有机物在河中

沉淀而减少的变化率
。

于是
井

� 一 � ��一 �
�
�

���

式中�为���
。
的浓度 �� �

为有机物碳化耗氧系数� �
�

为有机物沉淀系数
。

���水中溶解氧��

在河水中能否维持适当的溶解氧含量是研究河流自净能力应预断评价的间题之一
。

而影

晌河中溶解氧含量的因素除了水巾有机物碳化作用所消耗的氧和大气复氧作用之外
，
必要时

二���友考虑如下儿点
�

�� �如污染物在河中流行的时间比较长
，
则须考虑有机物硝化作用的耗氧量

。

���如河水流速较慢
，
部份有机物将沉淀于河底形成沉泥

，
则沉泥中有机物的分解也要

石�托水中的溶解软
。

�� �如河中有大量的藻类及其池水生植物
，
则妥考虑藻类灼尤合作用所产生的氧以及呼

吸作用所消耗的氧
。

于是 ���

��
� � �

���一 ���一 � ��一 �
‘
��一 � ，

日
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日
��

�
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。 “ 一 �、 、 ��� ���

式中�
�

为复氧系数� �。 ‘

为水中溶解氧饱和浓度� �
‘
为沉泥有机物分解的耗氧系数� �为河

水深变� 以 �

为每克氮氮氧化为亚硝酸氮时所需的氧量， �
�

为氦氮氧化速率系数� 仄 �

为水中

奴氮浓变� � 。 、
日

� 、
�

�

则分别为亚硝酸氮的上述对应值
。

现以式 ���代入式 ���得

。 ��

��

一色
�

���旦��� �

砂人 习� 久会 ������
�

午�
，

�
一一

� 〔� �
���一 ���一 �

��一 � ‘
��一 � 。

日
���一 � 。

�
��� � ��

�协一 � ‘ ��� ���



式中� � 、
林

、 � ‘ 、
�

、
� 分别为藻类的光合作用产氧量

、

藻类的比生长率
、

呼吸作用耗氧 啧
、

呼吸率及藻类生物量
。

而藻类生物量�的增长消亡规律又受其营养物 ��
，、
� � 、

硝酸氮�
。 、

溶解磷�
�

等�和自然条件 �日照强度
、

温度等�的制约
，
所以还要建立藻类生态过 程 的 枚

型
，
现简述如下

。

�藻类生态过程模型

建立生态过程的数学模型时既要力求模型符合生态过程的真实性
，
又要注意其数学表达

式的简明性
，
不宜引入过多的系数

，
以免难以率定

。

常用的模型为

�色���
岑乡

二 件� 一 ��一
� � ���

式中� �

为藻类的沉淀率
。

至于式 ��� 中的藻类比生长率林的计算可采 用��
�飞，���

�一 入介。 �

��� 一 �����公式

卜 � 终
。 。 、

������������ ���

式中协
。 。 为藻类最大比生长率� ��

、
��

、
��分别为氮

、

磷
、

日照强度的限制 系 数
�

根 雀

微生物生长时酶与基质的���
，
���

�一 � 。
以

��。
关系式

，
可写出

�� 二

��二

��

��
一

卜��
���

�����

几叶
�

���二

����

上式各式中�
� 、
�� 、

百�分别为河水中无机氮浓度
、

溶解磷浓度和在
�
深度处的光密度

。

而�
、 、

�� 、
找�
分别为氮

、

磷
、

光密度的半饱和系数
。

注意到

��� �����一 入��

式中�为水面的 日照强度
， �
为某点的水深

，
入为消光系数

。

于是对水探为
、�的河水的 平 均厂�

值为
�

�工
� ����一 六一

�� � �

�� 十 �
。 一
碗

�

�以﹄

��
︸��，�

以 ���
、

�工��
、

林 � 二�
�� ��

�

����代夕
、、

���式厅子

�
。

工、 、 十 �
。

� � 卜
�
�

八
� 弓

一
�一 �

、

�
，

�� �
厂

�
了

八 � 士、 十

� �

�。 一 入
�
�

����

��遭�

式 ����� 属于第 次的竺 哎型
。

�行忿左各种科杭文 从巾列出仔种各 丈的丫态没叫
。

� 才�
·



别在于包括各不相同的环境因索
。

例如
，
有的模型考虑了昼间光密度的变化

，
有的模型按太

阳辐射能计算光密度
，
有的模型考虑了藻类细胞内营养物浓度

。

至于采用那种模型则取决于

所能得到的实测资料以及模拟目的所需的模型精度等等
。

四
、

水质数学模型的数值解

在大多数情况下
，
水质基本方程难以求得解析解

。

所以常用隐式有限差分法进行数值求

解
。

有限差分法是把空间和时间坐标离散化为��、 场
，
形成� 一 �两个变量的平面 网 格

，
如图

�所示
。

用差分商来表示微分方程
，
然后求得微分方程在网格结点上的解

，
其基本方法是根

孟下�

�

宁‘
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�

卜产
乙亡

以
�

三塑
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矛
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� ‘ 几李‘ —一
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图 �

据在��时刻在空间上各点�，
的已知浓度值

“ 、 ，�计算在��
、 �

时刻的空间上各点的浓度值
��，�， ，。

现

取空间步长为△� ，
时间步长为△�

。

用向前差分格式表达浓度�对时间�的偏导数

。 � � ��，�� �一 �玉一�

。 � △� �� �

用向后差分格式表达浓度
�
对距离�的偏导数

丝 � 鱼丝二二卫，
�� △� ���

这 是因为假设有一浓度不衰减的示踪物质从� 二 ��
一 �

点出发
，
经过时间△�后随水 流 移 动到

� � ��点
，
见必有

�卜 ，，�� ��，，， �。

如弥散作用可以忽略即只存在移流作用时
，
水质的浓 度 变

化为

�。 �些��� 丝�� ��
�� 白�

�毕
� �
胜���� �

�� 刁�

因此
�� ��

沂 � 一�
云

�

��
�



以式 ��� 及式 ��� 代入上式
，
得 ��丝坦畏子鱼

卫� 二 一 ��
�

丝几毕少
�

乙玉 ‘ 之公盖

如差分网格的步长选择恰当
，
使△� � �△�， 则由上式可得��一 � ，

���
��，�、 �，

正好符合移 流 的

要求
。

所以荞应采用向前差分格式
，
而�二应采用向后差分格式

。

弥散项可用中心差分格式来

表达
�

用泰勒级数展开��� 十 △��及 “ �“ ，一 △幼 得

���
、 � △�� �� ����� � △�

������

��

� △刃

，�
一

�

丁

�

�“ �����

�� �

����一 △ �� 二 �����
����

‘
�

一 丛� 一
�

万二
��

一 十
�入

△ � “ �
么�����

�� �

以上两式相加得
���

�
� △�� � ����一 △ ��

一 �·��
�

卜
△� �一

旦谁委之

或
������� �

�� 么

��又
�� △�� 一 ������ � ��� 一△��
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式 ����为三对角线矩阵
，
采用追赶法求解

，
最便于在计算机上运算
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经过从六十年代以来二十多年的发展
，
目前水质数学模型的准确性 已达到工程界可接受

的水平
。

而水质数学模拟也已由倾向于数学演算发展到以基本科学规律与实际观测 值 相 结

合
，
以定量地袖述水体水质变化情况

。

水质数学模拟已作为水环境污染控制决策的重要工具

之一
。

水质数学模型的解析解和数值解各有其不同的用处
。

在一般情况下
，
模型简化后

，
易获

得解石解
， 卜

叮用于粗略地估算河流水质的变化情况
，
但对河流水质变化的定量计算

，
则往往

需借助于多参数水质
一

决型的数值解
。

无论是解析解还是数值解
，
正确地采用模型中有关的系数的值 �例如耗氧 系 数�

�、

复

氧系数�
� 、

弥散系数�等等�是一个关键性问题
。

因为如这些系数采用不准确
，
势必影响模

型的准确性
。

关于如何通过现场试验观测来获得模型中系数的值
，
称为模型参数估 值 或 率

定
。
它在建立水质模型过程中往往占很大的工作量

，
而且需要应用数据处理方法

，
由于本文

篇幅所限
，
只好另文叙述了

。
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