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商 品 销 价 的 最 优 平 稳

控 制 的 数 学 模 型

温 盛 儒

�数 学 教 研 室

摘 要

本文研究了在商品悄售过程中商品梢价的数学特征
，
建立 了商品悄价的最优平

稳控制 的数学模型
，
得到 了寻求销价最优平稳撞制 策略的迭代方法

。

引 言

众所周知
，
商品的销量与销价之间存在相关关系

。

一般而言
，
提高销价会减少销量

，
阶

低销价会增大销量
。

经商者为了追求最大利润
，
既希望有最高的销价

，
又希望有 最 大 的 销

量
。
然而

，
二者难以得兼

。

这就需要利用价格杠杆
，
采用科学的销价策略

，
以争取在所论的

时域中销售总收入或总利润为最大
。

何种销售策略为最优呢� 又怎样去获得它呢� 为了解决

这一问题
，
我们考察一下在商品销售过程中商品销售价格的数学特征

。

首先
，
我们看到

�

在商品销售过程中
，
销价的选定是在一系列的时刻点上作出的

。

这就公

说
，
销价决策是贯序决策

。

而且
，
销价的选定既依赖于销售状态 �畅销

，
滞销或一般�

，
义

反过来影响着销售状态
。

这就是说
，
销价决策是动态贯序决策

。

又因为消费者对于商品的需

求具有随机性
，
所以商品的销售状态的转换也是随机的

。

这就是说
，
销价的决策控制问题

，

也是随机动态贯序决策控制问题
。

其次
，
我们还看到

�

某些商品在未来时刻的销售状态只与现时的销售状态及销售价格有

关
，
而与现时刻以前的销售状态及销价决策无关

。

这就是说
，
某些商品的销售状态的转换具

有马尔可夫性
。

第三
，
因为商品销售利润与商品的销价

、

销量 �销售状态�有关
，
而销售状态的转移通

常是随机的
，
所以销售利润是随机变量

。

很 自然地
，
人们希望的是总利润的数学期望为最大

。
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第四
、

因为银行贷款
、

存款都有一定利息
，
所以在研究长时期的经商利润时

，
人们希望

的是获得已考虑了资金利息的折扣最优销价策略
。

根据商品销价的上述数学特征
，
我们可以建立销价的最优控制数学模型

。

二
、

数学模型

在给出销价的随机动态控制数学模型之前
，
我们先考察一个引例

�

设某种商品销售分为畅销
、

滞销两个状态
。

在畅销状态下
，
一周时间销售商品���。件�

在滞销状态下
，
一周时间销售商品����件

。

该商品的经营者在每周的开始时刻观察商品的销

售状态
，
并据此作出这一周的销价决策

。

根据历史经验
，
在各种销售状态下的各种可能销价

决策及其决策效果是
�

�一�在商品处于畅销状态时
，
可能采用的销价决策有三个

，
这些决策及其决策效果是

�

决策� � ，
�高价�

，
其决策效果是

�

①每销售一件商品可获利润 �元�

②销售状态将以��

�的概率保持畅销
，
以�

�

�的概率转入滞销
。

决策� ，�
�平价�

，
其决策效果是

�

①每销售一件商品可获利润�
�

�元，

②销售状态将以�
�

�的概率保持畅销
，
以 。 。

�的概率转入滞销
。

决策� ��
�低价�

，
其决策效果是

�

①每销售一件商品要赔本�
。
�元�

②销售状态以概率 �保持畅销
。

�二�在商品处于滞销状态时
，
可能采用的销价决策有三个

，
这些决策及其决策效果是

�

决策�� �
�高价�

，
其决策效果是

�

①每销售一件商品可获利润 �元，

②销售状态将以概率 �保持滞销
。

决策 ��� �平价�
，
其决策效果是

�

①每销售一件商品可获利润�
�

�元，

②销售状态将以�。
�的概率保持滞销以�

�

�的概率转入畅销
。

决策� � �
�低价�

，
其决策效果是

①每销售一件商品要赔本 。 �

�元，

②销售状态将以�
�

��的概率转入畅销
，
以 。 �

��的概念保持洋销
。

在上述条件下
，
要求探索出在一个 长时间 �例如一年

，
五年等�的最优销价决策序列

，

以便在所论时域里
，
在考虑资金利率� 二 。 �

�的情况下
，
获得最大利润

。

根据这一引例所述的实际背景
，
我们可以对商品销价的随机动态控制问题给出如下一般

性数学描述
�

记
�
�为由某商品的销价

、

销售状态及销售利润构成的动态控制系统， �为系统 的 状 态

空间多 �
�

为第�销售阶段的起始时刻系统所处的状态， ����
， �〔 �

是系统在状态�可用的销 价

决策集合� �是由系统的所有可行销价决策所构成的集合� �
，

是时刻�所采用的销 价 决 策�

二 � 魂�
，， � � ，… ，�二 ， …�为系统所选用的销价决策序列 ��是由该系统中所有可能的销价 策



略所构成的策略空间� ���
、 ��为系沈在状态�时采用决策�所获的利 润 � �

。

��
，� �

、 � 。 二 �
�
� ，

二 ��为系统在�二 �从状态�出发的条件小
‘ ，
用策略

二使系统于时刻�的状态为�
，
并在 该状 态 卜

采用决策
�的概率， �

，
�劝为系统在采用策略二的情况下

，
于第�阶段所获的销售利润

。

于是
，
根据马尔可夫决策规划

�

里论
，
可以得到销价随机动态控制问题如下数学膜塑

�

�一�在考虑资金折扣因子时
，
销价随机动态控制的目标函数为

�日�
二 、

���艺 日
，
�

� 〔�，
�二��

�， � �〕
�
一
�

二
艺

、

�
·
�

艺
� 赶����

�〔 �

�
� 〔 �。 � �、 �，� ��

� � � �〕 ���
、 ��

‘其中‘任�
、 二 任“ 、 。 � 一

�
一

牛
、 、 。 为已知的资金利率，

�二�销价的随机动态控制的最优化准则是
�

设卢 任 �
，
若对于任何策略二 任�

，
及任何状态�任�

，
均有

�

�。�“ 茶 、
��� �。�“ 、

��

则称控制策略二朴是关于折扣因子乃的最优控制策略
。

�三�寻求最优销价控制策略的步骤是
�

工。
凭经验选择某一平稳策略 ���

，
�如无经验

，
则可任取某一平稳策略 ����

�。��“
、
��� ���

、
������ 日��������。��

一。

����

二 ���
、

����� 尽芝�����
、
����丫。��‘

、

��
�任 �

进行策略求值
。

�。
对 于求出的丫以�

“ 、
��

、

用公式
�

�� 二 〔���、 ��� 日叉�����
、 ���。��

一 、

��〕
� 任���� �任�

用公式公

���

���

二 ���
、 ������ 日叉�����

、
且�����。��’

、

��

�任�

选定一个比俨优越的新策略 ‘ � 。

如果新策略�
’
与原策略�

‘ 相同
，
刀它们即是所求的最优策略

。

否则
，
对犷重复步骤�

。 、
�。 ， 直至找出最优策略

。



三
、

引例的求解过程

先编制系统表如
一

厂
�

状态
�

决策
��

一�
�

一�一一

状 态 转 移 概 率

�����
、 �� ���

、 ��

� 盆 �

� 飞�

�
。
� ��

。
�� ����� �

。
�� ������ � 二 ����

�
。
� ��

。

�� ����� �
。
�� ������ �

。
�� ����

�畅销�

��� ����� �� ������ �一�
。

��二 一����

� 巴 �

� 之艺

� � �

�� � ����� � � ������ � 二 ����

�
。
� �

。
� ��

。
�� ����� �

。
�� ������ �

。
�二 ����

�滞销�

�
。

�� �
。
�� ��

。

��
‘
����

�
�

。
��

�

�����
�

�一�
。
��一���

由系统表可见
，
共有�个决策函数

�

� 一�

� � ��
， ‘� 二

�����
， “ � 一

�
� ��

� ���

� ��

� 之 �

� 一�

� ��

� 一�

� � ��
�叮、 、

一一
���

，

、，
了

�‘、 ﹄

�‘、 、

一一一一
�二���犷�

��������
，
�。 ·

����

�
， ‘ 已 二

�

�
， ‘ 。 �

�
� ��

� ���

在策略集合中任取一策�例如�
‘
�
，
用公式���求出平稳策略�” 的策略值

。

具体来说
，

解

线性方程组
�

厂����� �
�

� 〔�。
������ �

�

�����〕 � ����

考
仁����� �

。
� 〔 ������ �����〕 � ����

得到�
。 � 。
��

’
勺的策略值是

�

����� �����

����二 �����

�
��

，



再用公式���检验�“ 是否为坛优策略 �

�
�� ���

、 � � ‘�� 丫��
、 � ���� �

。
�叉 �����

、 � �������

�“ �

� ����� �
。
� 〔�。

������ �
。
�����〕

� �����

�

���
、 � ，�

�二 ���
、 � ，�

�� �
�

� 艺 �����
、 � ��� ����

二� �

二 ����� �
。
� 〔�。

�� ������ �
。
�� �����〕

� 公����

�
���

、 � ��
�二 ���

、 � ��
�十 �

�

� 艺 �����
、 � �������

�� �

� �一������ �
。

� 〔 �� ������ � � �����〕
� �����

� � � 毛���
、 � ���

、
���

、 � ��
�

、
���

、 � ，���

� � � � ������
、
�����

、
������

� ������ ���
、 � ，�

�

�
�

取新策略分量�
�
���� ��

�

仿此可得
�

� � � �飞
�

��
、 �� ，

�
、
���

、 ����
、
���

、 �����

二 �� � 麦�����
、
�����

、
������

� ������ ���
、 � � � 、

�’�取新策略分量������ � ��

�’���策略“ �� �

�����
，
由是可知

，
使用平稳策略‘ “ ‘

比原平稳策略‘ ’ 一
可 “ 较大 ‘” “ ·

对于策略�
�一 ，

重复使用公式���可求得相应策洛值
�

����

����

二 �����

二 �����

重复使用公式���可得到
�

�� � ����
、 � � ，

�
、
���

、 � ���
、
���

、 � ����

� �� � 王�����
、
�����

、
������

� ������ ���
、 � ���

�’�新策略分量�
�
���“ � ��

�

��
·



人江� � 丈���
、 � � ，

�
、
���

、 �� ��
、
���

、 � � ��

� �� � ������
、
�����

、
�����

� ������ ���
、 � ��

�

…新策略分量
， �����二 · ��，

新策略为�
� ·

�
� ��

� � ��
。

由是可知
，
使用平稳策略�

’ 一比

一

平稳井略�
“ �
可获得较大利润

。

肠于策略�
’ 。 ’ ，

重复使用公式���可得相应的策略值
�

������ �����

����� �����

重复使用公式���可得到
�

�� � ����
、 � �，�

、

� �� � ������
、

� �����二 � ��

�
�

新策略分量�
�

�� � �� ��

�����

� ��
、 � ���

、
� ��

、 � ��
�

、
������

、 � � �
�

��� � � � �

、 ����
、

� �� � 通�����
、
�����

、

� ��
、 ����

、
� ��

、 � ����

������

二 ������ � ��
、 � ���

�’�新分策略分量�。
��� 二 � � �

��是可知
，

新策略仍是�
“ “ 。

这说明策略�
�‘
不能再被改进了

。
��’ 即是所求的销价的最优平

稳控制策略
。

�
�

一

的实际意义是
，
在给定的销售系统中

，
经营者�卖方�对销价的最佳控制原 则为

�

凡

出现畅销
，
就采用高价出售� 凡出现滞销

，
就采用平价出售

。
采用这种

一

平稳控制策略
，
就可

以在考虑了给定的资金利率的情况下
，
使经营者�卖方�在长时期里获得最大利润

。

不难发现
，
这种结果完全符合实际

，
这种方法适应于更为复杂的一般销售系统

，
这种理

沦对于外贸活动有指导意义
。
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