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长期排水条件下求解上的线性固

结间题的数值方法

王全金 雷晓燕

建筑工程系

摘 要

本文讨论的问题是应用边界元法 以确 定在长期排水条件下饱和土中的应力和 变

形的数位方法
。

文中所提 出的方法和所给 出的全部计葬公式
，
对工程技术人员具有

一定的参考作用
。

引 言

土体作为一种多孔介质
，
是由颗粒

，
气体和液体所组成

，
而饱和土体则是由颖粒和孔隙

水所组成
。

当液体通过介质孔隙流动时
，
所发生的变形现象叫做固结

。
线性固结理论以下列

五个基本概念为基础
�
孔隙中流体的质量守恒

，
流体流动的达西定律

，
土本的整体平秘

，
土

颗粒变形的虎克定律
，
以及��

���
少

�

的有效应力原理
。

本文讨论了用边界元法求解在长期排水条件下
，
饱和土的线性固结问题的数值方法

。
在

这之前
，
人们通常是用有限元法来处理这类间题的

。

我们知道
，
边界元法与有限元法相比

，

在求解线性问题上有许多独特的优点
�

一是计算简单
，
将间题降维求解

� 二是精度高
，
应力

与位移具有同样的精度， 三是适宜处理无限域或半无限域的问题
。
因此用边界元法求解比用

传统的有限元法处理
，
具有计算工作量小

，
精度高

，
程序设计简单的优点

，
便于在实际工程

中应用和推广
。

一 线性固结理论的基本方程

�
、

孔隙水的基本方程

由孔隙中流体的质量守恒定律及流体流动的达西定律
，
可推导出孔隙中流沐的基本方程

如下
�
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颗粒的体积应变
。

�了 � 乙

���式的边界条件通常为
�

在某一确定的边界
�

�给定了孔隙压力， 而在其余边界土给定

了流量
，
其数学表达式是

� 二 �
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式中
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�为 已知的函数�
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���式的两种特殊情况是
�

� 、

长期排水条件下的问题

在长期排水条件下
，
也即运动是稳定的

，
认为与时间无关

，
因此���式简化成

���
� 〔�〕 ���� � � ���

若介质是各向同性时
，
���式可进一步简化成

��� �� � ���

上式即为�����
�。
方程

，
与边界条件���一起

，
构成了函数 。 的定解方程

。

�
、

迅速加荷
，
不排水条件下的间题

这里假设加荷是如此之快
，
以致不可能发生渗流

，
所以流体被封闭在介质的孔隙中

，
它

的压力变化仅与弹性体积压缩所引起的骨架体积变化有关
，
于是���式可简化为

�
， ‘
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士休的基本方程

土体的整体平衡方程是

���、 �� �
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、
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式中
� 价�是应力张量分量

，
��是体力分量

。
土中的应力包括孔隙压力和有效应力

。

有效应 力

表示颗粒接触点上集中力的大小
。
��������的有效应力概念的基本思想是

�

土的变 形 是 山

这些接触力决定的
，
孔隙水的应力对颗粒别产生一个相等的压力

，
并不影响土的变形

。

因此



���� ���， � �乙�� ���

式中
� �了为有效应力张量分量�

� 为孔隙水压力
。

假设介质是各向同性的线弹性材料
，
在小变形的情况下

，
有效应力与位移的关系为
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式中
� 入为拉梅常数

，
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，
则有

〔��� 、、 �� ��、 ，�〕 、 �� �入�
、 、 ‘�

、 �� �
、 �� ��二 � ���

上式的边界条件为

� �� � �

口�二��� �应

��� ���

��� ��
�

����

厂�谧
性、

���和���两式一起
，
构成了线性固结间题的基本微分方程

，
从该两式 中可 以看 出

，

�� �与 �是有联系的
，
属于藕合问题

，
一般要在边界条件���

，
����两式下

，
联立求解

。

只

是在长期排水条件下
，
土的固结问题的求解才不须联立进行

。

本文对这种特殊情况 �也是工

程中最常遇到的情况�的求解数值方法给于详细介绍
，
并将给出全部有关计算公式

。

二 长期排水条件下�
������方程的边界元解

考虑介质为各向同性的情况
，
将方程���及边界条件���重写如下
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求解下式最有效的数值方法之一是边界元法
。

利用格林公式
，
可建立等效于����式的边界积分方程如下
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将 ����式离散化
，
写成矩阵的形式

，
则有
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其中
�
���是包含有�和�的末知向置， ���是引入了边界条件的已知向量� 〔� 〕 是包

含了基本解积分的系数矩阵
，
求解方程组����

，
即可得到边界节点的全部�和�的数值

。

三
、

土体基本方程的边界元解

��冰的
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毕术方程见���式
，
利用加权余量法可建立与���式等效的边界积分方程

。
���

式的加权余量格式为

�
��二�

、 、 �十 �
、
��

、 ，�。 一

�
二 ��、 一

五 �。
‘�，��� 「。 �瓦

一 。 �
� �‘，��

� 。 ‘ � � 艺 � � �

悦分部积分
，
得到边界积分方程如

一

�

�宜������。 七�二 �
。 �，宜��二

、 �����二�一 ��
�，，，��

、 ����，���。 ����
� � � �

�

�
。 �，。，�邑

、 ��。��、 ���。 �、 �� 【������、
、 、�七

、 ���。 ��� ����

� 百‘ � 奋‘

式中
� ��，伙 邑

、
�为满足方程

���伙�
、 �二‘ �

�

�一 �
‘名

�气
、 ��� 乙�邑

、 ����� �

的基本解
。
其衷达达 为

一 �
�兀��一 件��

���一 �件������各
��一 � 、 �� 、 �� �二维�

����
�

��兀��一 卜���� ���一 �环�乙
��� � 、 �� 、 �� �三维�

厂�
��
�、
��
�
�

又

一一
‘、产

�、

‘‘�了几、苦
�已�曰‘﹄己�

现将 ����式中的最后两项体积分化成边界积分
，
为此引进张贫乞 ，于‘ “ ’ ，

则可将����
�

戈

写成统一的格式
，
即

。 ��帝 二 �朴�卜 ��一 �

���一 拼�
�来

��了�

式中
�

�
�兀�

�

�万�
立

�二维�

�
�究� �三维�

目�
��

�
盈�卜���

厂
毛

��谧��
�、

一︸
带�



则
丁
。 一�· ���‘，�

�
。雳“ �

式中
�

分 � � ， 。 。 ，� ，
�

、 、 、 ， �、 � �

�
尸，
一

一

感玉丁
’ 仁“ “ 、

下
一

� 一 且 “ 、 ” ‘ “ �“ “ 一
�

丽万口�
“ �‘ 、 ” ‘，” �二维问题�

�五 二
�

，� � � �

� � �

后五�
一 ‘ �“ “ ” �一

厕二江了
” �‘ 、 “ “ � �三维问题�

而
�
。 。

一
�。 · �一 �卜

���一 林��
。 。 ·

�“ �、 、 ，，‘

，�

利用方程���
，
即�

、
��� �

，
可将上式写成

�
。 � �二

一
�。 福是离

，
丁
。 ‘�· 三 、 ���

一 �’ �、 、 、

一， �“ “

� �一 ��

���一 林��
。 ‘〔�

一
�

，
了 一 �’ �� 、 �仃

、
�， 、 二

�￡“

·

�
�而卜�

。 瓦
。 、 、 ·

皮 ����

式中
�

对于二维问毯

�一 一 �一 ���

�兀��一 卜��
‘ 〔 ‘��
巴 �〕 ��一 � 、 �� 、 、 ����

�
�

�
一

、 �����
�
� �一 �件

�兀��一 拼��

，
·

�
一 、 � 〔������

�

��谧��
�
又

对 于三维问题

丁 � �一 �件
护� 一

一 �一丁下一万二
�一 ��

一砚了�卜

��兀 气�一 卜少、 � �

厂一
�
。 ，一 � ，二� ， ‘�

�
’ �一 �协

��兀��一 协��

，�
���

��
��、

将 ����
、
����两式代入 ���� 再将 ����式离散化

，
写成矩阵的形式

，
则有

式中

量
，

〔� 〕

〔�〕 、

���� 〔�〕 ����

式中
，

��� � ��� ����

〔�〕 为包含有基本解积分的系数矩阵� 笼� �
、
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厦��为体积力向量， �� �为由孔隙压力作用而增加的附加项显
。

由 犷求解方程组 ��选�



式
，
已经得到了边界所有各节点的� ， �值

，
因此 麦��

、

毛� �都为 已知向量
。

将����式重新排列
，
将末知量移到方程组的左端

，
已知向量移到方程组的右端

，
则 ����

式变成
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求解线性方程组 ����
，
即可得到边界节点的全部位移和面力

，
进而可以很容易地求出内部

各点的位移和应力
。

四
、

结 论

本文提出的用边界元法求解稳定状态下饱和土中的应力和变形的数值方法是可行的
。
文

中所给出的全部计算公式对从事实际工程应用的技术人员具有一定的参考价值
，
为用简单的

算法求解该问题提供了可能
。

关于本方法应用于实际的程序化工作将在以后给出
。
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我校蔡彪老师被选为美国声学学会会员

我校物理教研室声学组蔡彪老师近几年在消声室方面进行了有成果的研究
，
经间济大学

王季卿教授和美国声学学会建筑声学委员会主席�
·
�

·

�
��������先生的推荐

，
最近

，
蔡彪老

师被选为美国声学学会会员 ��������
。

美国声学学会的会员分四个等级
�
学生会员 �������� �������

、
准会员 ����

������

�
������

、

会员 ��������和特别会员 ��������
、

该会与各国声学家保持广泛的联系
。


