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临界状态模型在弹粘塑性分析中

的数值稳定条件

雷 晓 燕

�建 工 系�

摘

本文采用 ������� 的方法
，
推导

要

了弹拈塑性数值计算中临界状态模型的稳 定

性 条件
。
文中给 出 了几个应 用实例

。
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一 临界状态模型

在岩土工程中
，
广泛应用于弹塑性分析和弹粘塑性分析的屈服准则是���

�一�������准

则和 �������一������ 准则
，
尽管它们形式简单

，
使用方便

，
但它们却不能反映这样两个事

实
，
一是静水压力对岩土材料的影响

，
二是即使在屈服面内

，
加荷和卸载也不是沿着同一路

径
，
而是残留有永久变形

，
这说明

，
��
��一�������准则和 ������卜������ 准则基本上不

能恰如其分地反映土的特性
。

为了克服这些缺点
，
文献 〔 �〕 、 〔�〕 提出了临 界 状 态 模

型
，
也称帽檐 ��������模型

，
这种模型虽熊较好地模拟岩土材料的特性

，
但由于在 �点

�图 ��存在角点
，
在弹塑性

、

弹粘塑性数值计算中将出现跳跃现象
，
导致计算不收敛

。
为

了便于计算
，
我们用一椭圆近似地摸拟临界状态屈服准则

，
称之为修正的临界状态模型

，
并

简称为临界状态模型
，
如图 �所示

。

在主应力空间的形状见图 �
。

由图�我们不难写出用主应力表示的临界状态屈服函数为
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贬�为材料的粘性系数
，
中为内摩擦角

。

二 �������方法

���� “
�� 于 ����年提出了对弹粘塑性有限元显式计算格式进行数值稳定性 分 析 的 方

法 �” ，， 现简略作一介绍
。

弹粘塑性增量形式有限元格式的基本方程为 �‘ ，
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其中
� �为高斯点总数， ，是应力分量的个数

，
对三维问题

，
� “ ”， 纽为单位矩阵

。

利用 ��� 式可将 ���式写成
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，

将 ����式代入

半负定矩阵
，
详细证明见附录

。
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，
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上式是一阶常微分方程
，
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为此只要考察
一

下述方程的稳定性条件即可
。
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，
则研究微分方程 ���� 式的稳定性问题就转化成了研究

如下形式的线性微分方程的稳定性
。
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对于形如 ��匀 式的常系数线性微分方程组
，
当 �，�� 时，

具有稳定的渐近解
，
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列条件 ‘石 、
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。
�的所有特征根非正 �

�
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。

当用欧拉法求 ����式的数值解时
，
其数值计算稳定的条件是
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。

非线性微分方程组 ����式的数值计算稳定条件仍为 ���》 式 ，
但 入�对应的是下列矩阵

的特征根
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上式中
，
当采用相关连的流动法则时

，
�为对称矩阵

。

如假定�为正定
，
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又因为 �半负定
，
因此 �为半负定矩阵

。

对应于 ����式的特征值问题为

����� � 二 入� ����

为讨论方便
，
将求 ����
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。
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。
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因此
，
弹粘塑性的数值计算稳定问题就是要在各高斯点中寻找最大的特征根砂

下式选取稳定的计算步长
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由于 �矩阵是当前应力状态的函数
，
因此在每一计算步中都需要确定入气

�二 ，
对于几种较简单

的屈服函数
，
文献 〔 �〕 给出了 △�的临界解析表达式，

但对于一般稍复杂的屈服函数
，
只

能给出增量法逐步计算过程中入
谷
的

，
据此按 ����

、
���� 两式确定时间步长△�。

三 临界状态模型的稳定性条件
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四种较为简单的屈服函数的稳定性准则
，
我们现在来推导临界状态模型的稳定性条件

。

首先我们注意到 ���式只是由三个主应力分量表示的
，
因此对应于 ���� 式的特征值

问题仅仅是三阶矩阵的运算
。
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因此

�入朴 一 � �，
�

一 � � �

一 � � 支

一 � 玉�

一 � � �

�入一
����

����

�砂�

�入� �卜 ������

即
�
��久一

� ����入一
� 。 ��一 � ��� � �� �

” 。 。 二 二 抓��
， � � � 。 。

卜扩面
一。

而打�
厄千动石不而 �

稳定的计算步长由 ���� 式确定
。

����

四 算 例

采用临界状态模型
，
我们用有限元与边界元祸合方法对无限域和半无限域中受均匀内压

作用的洞室进行了弹粘塑性数值分析 �有关弹粘塑性有限元与边界元祸合方法的介绍
，
作者

将在另一文中详细给出�
。
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。
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采用增量法求解
，
若进行到第
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，
粘塑性应变为 零
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，

���部分作为计算模型
。

其中有限元区域采用五

个��节点的三维等参元
，
外部无限域采用五个
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图 �所示
。

其位移与弹

塑性数值解比较的结果

见图 �
。

因为对弹粘塑

性问题
，
当 计 算 稳 定

时
，
弹粘塑性解即为弹

塑性解 ， 。

由图 �可以

看出
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附录

�是一对称
，
半负定矩阵的证明 �文献 〔�〕 没有给出证明过程� 。
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