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弹塑性问题的有限元与边界

元藕合的数值方法及其应用
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本文以三维弹塑性问题为例
，
详细介绍 了有限元与边界元祸合的数值方法

，
提

出 了将边界元 区域的全部未知量凝聚到藕合面上的办法来实现两者的藕合
， ‘

以达到

节省内存的 日的
。

文中还就藕合中利用对称性时方程组产生病态的原 因作 了讨论
，

提 出了解决的方法
，
最后给 出了几个应用实例

。

计算结果表明
，
该方法 具 有 效 率

高
，
精度好的特点

。

关锐词
�
有限元与边界元藕合

、

弹塑性
。

引 言

在工程中
，

有大量涉及无限域或半无限域的应力分析问题
，
象坝基

、

隧道
、

地下工程结

构都属于这类问题
。

这类问题有一个共同特点
，
这就是计算工作量大

，
如用有限元来进行计

算
，
则需要划分足够多的单元才能近似无限域或半无限域

，
这将是很不经济的

。
因此

，
最近

出现的用有限元法和边界元法来分析和计算工程中的间题已越来越受到人们的重视
。

这是因

为有限元法在处理非线性问题上已趋于成熟
，
而且 已经有了一系列的应用程序

。

而边界元法

在处理非线性间题方面尚处于探索和研究阶段
，
迄今为止

，
尽管已经提出了许多 求 解 的方

法
，
但计算结果和计算效率还不能令人满意

，
计算程序也比较复杂

，
缺乏为工程师应用的通

用性
，
但边界元法在处理线弹性问题中却显示出了巨大的优越性

，
一是计算简单

，
将问题降

维求解� 二是计算精度高
，
应力与位移具有同样的精度� 三是可以精确处理无限域和半无限

域的间题
。
因此人们很自然地提出了有限元与边界元的藕合问题

。

即对于需要进行非线性分

析的区域采用有限元法
，
对需要进行非线性弹性分析或无限域

，
半无限域的地方采用边界元

法
，
充分发挥各自的长处

，
从而使计算效率

，
计算精度得到大大的提高和改进

，
这点对工程
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实际应用是很有意义的
。

本文以三维弹塑性问题为例
，
详细介绍和讨论了有限元与边界元祸

合的方法及提高计算效率的途径
。

一
、

线弹性问题的增量形式劝界积分方程

由于材料和结构的弹塑性行为与加载以及变形的历史有关
，
在进行结构的弹 塑 性 分 析

时
，
通常采用增

性化
，
从而使弹 这奋匀耳

分成若
线性愉

干个增量
， �

笋后对于每州裁荷增量
，
将弹塑性方程线

题夯解为‘ 絮歹蜘线性阿题
。 ‘

因此就必须建立线弹性

间题的增量形式的边界积分方程
。

假设对应于时刻�载荷条件下的位移
它。 ，， ，

应变减以应力
�

���己 经 求 得
，
当 时 间 过 渡 到

�� △�载荷条件时，
要求解的位移

，
应变和应力记为
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则亩加权余量法或�
。 恤馆��‘ �挂幢等式可建立增量形式的边界积分方程如 下

。 �二、�。 。 ��
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，
当边界为光滑边界时

， 。 ���乙�� 。 。���
� ，� ‘ 下�，

�� �

，���价为������基本解或半无限域基本解
，
对于三维������问题

，
其表达式为 ��

��产�
�

��兀��一 �������
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���式可写成

��△� � � ��� �
“
� �

‘

是为印一�一
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七式 中
，
八叭

考虑
‘ “ ， ’ �，

八�分别为节点增量位移和节点增量面力向量
�

���
�

�‘为含增量体力 向 坦�

，
�因数值计算误差而造成的可能不精确满足平衡而引入 的 校 正 项� �

，

包含有基本解积分的系数矩阵
。

二
、

弹塑性增量分析的有限元格式

刊用增讹形式的虚位移原理
，
可建立�十组时刻载荷条件下的有限元方程

，
即利用

�
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引入增量形式的本构关系和几何方程
，
再将各单元内的位移增量表示成本节点位移增量的插

摘形式
，
即可得到增量形式的有限元方程

，
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求解有限元方程
，
即可得到位移增 量些

，
进而可求出竺

，

些及�
十 △‘时刻载荷条件下 的位

移
，
应变和应力

。

三
、

有限元方程与劝界元方程的祸合

在有限元与边界元的祸合方法中
，
最常用的

方法是将边界元方程化为等效的有限元方程
，
这

里我们采用将边界元方程全部凝聚到祸合面上的

方法来实现两者的藕合
，
以求达到节省计算机内

存
，
提高计算效率的目的

。

考察如图 �所示的情况
，
�

�

�

为有限元区域
，

△� ，， △��为有限元部分的位移和面力李��

为边界

元区域
， △� 。 ， 么�

�
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�
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八“ �， ���为祸合面的位移和面力
。

将有限元方程 ���式写成分块的形式
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同样将边界元方程 ���式也写成分块形式
，、

并将非藕合节点的已知面力和已知位移放到方

程的右端
，
对应的未知分量放到方程的左端

。

对辐合节点
，
方程的左端为未知位移向量

，
右

端则为未知面力向量
，
即
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，
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，
只要将 ���� 式按标准的有限元集成规则迭加到 ��� 中

，
即可得到
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到此
，
完成了两者的祸合

。

四
、

利用对称性时方程组产生病态的处理

在有限元与边界元的祸合中
，
对称性的利用将大大简化计算过程

，
节省 单 元

，
节 约 机

时
，
对于一般工程中的间题

，
大多具有对称性质

，
因此利用对称性求解实际问题是经常使用

的
。

但是在祸合方法中
，
如不采取特殊的处理方法

，
在将边界元方程转化为等效的有限元方

程时
，
将产生奇异诊

，
也即方程组出现病态

，
导致无法求解

，
现以具有一个对称轴的二维间

题为例说明如
一

下
。

�令
�

图 �示一受均布内压作用的圆盘
，
内部区域

为有限元
，
外部域为边界元

，
利用对称性取二分

之一考虑
，
�轴为对称轴

。

对于有限元部分
，
对

称性条件意味着在位于对称轴的节点上受 有沿
�

方向的约束
，
边界元部分则无须施加任何约束

，

如图 �所示
。

在藕合方法中
，
须做特殊处理的是边界元部

分
。

边界元对称性处理本质上就是将对称轴一侧

的单元反射到另一侧
，
将其作用分别迭加到边界

元方程中的矩阵� 和�中
。

由基本解
�，
尹和�

�
尹的表达式及对称性质知

，

冬 �—
�

万 ‘ �二

图�

在形成矩 阵� 时
，
反射部分的单 元对�的

贡献可通过对称轴另一侧的已知单元加上适当的正负号来计算
，
也即只要将

一 �
，�

���

一 � �，

���

�对称轴是�轴�

户

���
�

、

迭加至�中即可
。

对矩阵�中的元素除主对角线上的元素外也是作类似的处理
，
主对角线上

的元素仍采用给结构一刚体位移的方法来得到
。

从上述形成�和� 的过程中可以看出
，
当祸合面上的节点处于对称轴上时

，
如图中的节

点�， 则矩阵�中与沿�
方向的变量相对应的一行元素�如图中的变 量

” 。 对 应夭丝
， ’

卫中 的

第��卜 ��行� 全部变成零
，
这时矩 阵三�将为奇异矩阵

， �

无法求逆
，
从而导致祸合失败

。

这时
，
我们可以采用以下两种方法解决

，
不妨仍以�节点

，
�

�

伪例
。
一是将边界元方程中

丛 三中的第 ���
一 �� 列和�“�一 ��行全部划去

，
同时将有限元方程中与

”
湘对应的行 和 列

� ��



也划去
，
最后令

� 。 二 。即可
。

这种方法的好处是降低了方程组的阶数
，
但在程序上处 理 比 较

麻烦
。
另一种方法就是将� 中的第 ���一 �� 列上的元素全部改为零

，
而将 ��� 一 �� 行上 的

主对角线上的元素改为�
。

这样做的结果
，
对其它变量无影响

，
仅对�，

本身产生 影 响
，
但 由

于勺是通过有限元方程解出的
，
在有限元方程中

， ��是有约束的犷它的值将直接取约 束 �彭

也即为零
，
这脚处理方法的优点是程序上容易实现

。 �
�

五
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数 值 算 例

利用自编的三维弹塑性有限元与边界元祸合程玲�七�
，
我们试算了两个考 题

，
并 给 全

了与精确解的比校结果
，

�

计算成果是令人满意先
一

娜例价 无限域中霎脾球体受均匀压力作用弹架炸分析
，
见图浮

。 �
球体内半 径 为 “��，

、�
才�一尸��

�

尸一
�

�，、一图� “ �砷��‘ 、 ，千��匆
“
一���衅

，
强化参数�

‘
取为零

，
选 用�炸
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屈服准贬
。
采用增量法求解称 迭代收敛精度控制多数为�
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，

�
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利用对称性， 取八分之一部分的球体作为计算模型
口

有�限元区域采用早
个而节点等参元

，
外部无限域采用三个 �节点等参边界元

。

其应力与精

确解比较的结果见表一
，
计算结果表明

，
该方法具有非常好的精度

，
而

且用时也比较少
，
在��

‘ ��计算机上运算
，
���时间不到�分钟

。
�
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算例二
�
无限域和半无限域中空腔球体

�岩土材料�受均匀压力作用弹塑性分析
，

见既合及图 �
，
对于无限域中的情形

，
结构

的几何尺寸
，
单元划分与上例相同

，
其中材

料常数 为�二 �������。 �， � 二 仇么讯 粘性

系数�� �
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球休距禽地平

商时橱置径为两倍
，
利用对称性敢四夯之一

韶分作为什舞模塑
。
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节点等参元
，
外部半无限域采用六个 �节点等参边界元

。

其径向应力与环向应力见表 �
。

无限域
，
半无限域中�� � �
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，
岩土材杆的径向应 力和切向应 力表 表二
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由计算结果知
，
半平面对球体附近处的位移和应力影响较小

，
这可能是由于半平面距球体位

置较远的缘故
。

该算例尽管无解析解
，
但从计算结果可看出位移

，
应力有规律变 化 的 正 确

性
，
此外

，
可以验证

，
所得的结果是满足五肠�卜�

������屈服准则的
。

本文是在杜庆华教授指导下完成的
，
在此表示衷心的谢意�
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