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泊松方程数值求解的一种新思路

刘 平

�工程力学研究室�

摘 要

本文讨论 了泊松方程转化 为拉普拉斯方程 的一种数值求解途径
。

思路是针衬弹

性扭转问题的控制方程一一泊松方程
，
将其作 变换

，
巧妙地应用边界单元法进行回

代求解
。

方法简单易行
，
且精度较高

。

同时
，
文 中还通过算例得 出 了解法的结论

。

引 言

在工程中
，
如电学

、

声学
、

热学以及物质传输等问题中
，
经常会遇到泊松方程的求解问

题 ‘ ’ 》。 有限域的泊松方程的求解比较困难
。

因为找不到其对应的格林函数
，
尤其是当右端分

布函数事先未知 �或要通过别的方程来确定
，
而这个方程又依赖于泊松方程�时

，
其求解的

难度就更大
，
即使现代流行的数值方法

，
如有限元或边界元�“ �， 也难以解决

。
为了解决这一

间题
，
不失一般性

，
本文就弹性力学中的扭转问题作具体的讨论

。
利用边界单元法的技巧

，

进行回代求解
。

作为具体问题一一弹性扭转
，
按泊松方程的求解

，
只能求出应力函数 �在数值解中�

。

此时若直接由应力函数来定应力
，
就不得不用差分方法

，
这 自然会带来误差

。

为了避免这一

不足
，
本文利用所考虑问题的性质一一应力分量满足拉普拉斯方程

，
和编程序的技巧

，
最后

求得的是点的应力
。

按照边界单元法的说法
，
它是解析的

，
从而提高了精度

。

一
、

势 函 数 的 构 造

在研究扭转问题时
，
圣维南曾经讨论过将泊松方程 口 �化为拉普拉斯方程进行求解

，
得列

了儿个多项式的经典的解答
。

但是
，
只有对于截面是规则的构件才能得出精确的应力分以

。
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现将理论列式归纳如下
�
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。
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其中�为外加扭矩
。
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，
也就 无 法 利 用 ���

式
，
而求 中就必须事先知道右端量 �

。

但 �要由 ���式来定
，

故按常规的方法无法求解
。

我们暂且不考虑 ���式
，

而把注意力集中在 ���式上
。 ‘
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�� 这样我们就构造了势函数冲

，
但目前还不能按 ���式求解

，
因为边界



条件中含有�
。

假设我们取� � � ��在回代求解时再定
，
若是一分布函数

，
也同样可设一己

知的�
。
于是

，
伯松方程 ���就转化成为一可解的势问题

一
拉普拉斯方程���

。

二
、

边 界 单 元 法

拉普拉斯方程可以通过加权余量法化为边界积分方程
，
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从而就可以求出全域上任意一点的哈值
，
于是也就可求出中的值

。

三
、

回 代 求
一

解

在方程 ���中我们取� � �， 由此可求出全域上的应力函数中
，
但此时的中不是最终的

量
，
因为右端项�未定

。
现在我们将预求的冲或中回代到平衡方程中

，
定出�
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在一般的问题中
，
若 �是分布函数

，
可能还要

按����
产 、
����两式进行多次回代

。

在力学问题中
，
最终所要求的是应力分量

，
在这里就是

��，
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由相容方程可知
，
应

力分
一

量也满足拉氏方程
，
若边界上的量己知

，
则可求出内部任一点的值 �这种关 系 是 解 析

的�
。

若可按照这一思路求解
，
那么前面在求 伞时的系数矩阵都可利用

，
不必再重新列阵

，

当然也不必要解方程
，
于是就可花极少的时间求得应力

。

但这是在边界上应力分量为已知的

前提下
。 一
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四
、

数值结果及结论

按照前面描述的方法
，
来计算两个算例

。
为了便于比较

，
计算了圆形以及椭圆两种截而

杆的扭转
。

在圆形截面杆中
，
边界上划分成��单元

，
外加扭矩为��个单位

。

计算了 二 ，少两个断面土

的应力
，
计算结果见图 �

。

在 ���式中
，
右端量�应该等于 一 ��� ��为扭率

， �为剪切
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图 � 计算简图及计算结果比较

模量�
。
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，
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。

椭圆的计算简图见图�
，
长短轴分别为�
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为了同有限元 “ ’及

一般边界单元法 “ 》进行比较
，
边界上取��个单元且节点同有限元在边界上节点重合

，
并取同

图 �



样的内邪节汽
。

主要参数比较见表 �
。

表 � 主要参数比较表
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从计和结果来看

，
�见表 ��本文所提出的方法比别的数值方法误差将近小��倍

。

它为

�
�

��万
，
可认为是离散引起的

。

而别的方法误差在���以上
，
这样其计算可靠性就很难得到

保证
。
在应力计算方面

，
有限元和一般边界元是不能直接求解的�心�， 除非用差分

，
而这又要

引起新的误差
。

但本文的方法却有这样的优点
，
直接求得

，
计算结果见图 �

。
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图 � 应力数值结果比较

最后本文得出以下 几点结论
�

①本文通过对弹性扭转问题的讨论 ，
发展了泊松方程的求解方法

，
使其简单易行

，
且精

度较高
，
见结果比较图 �一 �

。

②就泊松方程来讲，
若直接按边界单元法求解

，
就无法得到最后的代数方程

。

本文提出

的回代法克服了这一困难
。

临�作为力学中的扭转问题
，
按照木文所给的技巧可较快地求出应力

。

而一般边界单元法

和有限元去�不能做到这一 点
。

另外
，
育

一

户屯力
，
不方法可望发展求解塑性问题

。
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