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人���猜想的又一类反例

周 尚 一超

�甚础课部�

摘 要

本文构造 出一类循环 图
，
这些 循环 图是同构 竹但不是��

��同构 的
二

设�是无向简单图
，
其顶点集是 ��，卜�� �· ，

�一 �卜 我们将�卜 ��与�一 �卜 ��的最小者

称为边��的长度
。

如果�含有一条长为
�的边

，
则�就含有所有长为

�的 边
，
则称�为循环 图

。

设�是循环图
，
如果�的边的不同长度为� ，

声
� ，… ，��， ，

则记为�二 ����
� ，� 之 ， ·

，’，���。
�的

顶点的运算对 �取模
。

令�
� 二 ��

�， � �， … ， �� �
，
�

一 ‘ 二 �一
� ，， 一 � �， … ， 一 �� �

，

�� � �
十

��
一 ’ 。

我们也将�
���

�，� �， 二 �，���记为������
。

易知��任������的边集�当且
‘

仪当

一 ���
。

设�
�� ����

�

���二 �
，
��

。

若
�
与�互素且

�� ，� � �，
那么映射��

��是�
�

到�
�

的 同

构映射
。

这时称�
，
与�

�

是����同构的
。
����猜想

�

如果�
�

与�
�

同构
，
则存在 与�勺系的

�，

使
�� ，� � �，

即�
�

与�
�

是 ����同构的
。

下面的定理 �说明了����猜想成立的条件
。

定理 �〔�，
�

，
�〕设�����与�杯 ��

��同构
，
且满足下列条件之一

，
则�

���
，�与�

��八
�
��是

����同构的
�

��� �是素数
�

��� �是两个不同的素数之积
，

����� � ，� �… � 。
是�个不同的素数之积

，
且

��，� �… � �

�
��十 �

�对任意
� �

�《 �
簇 � 一 � ，

以及小���与�互素
，
这里是中���欧拉函数

，

��� �
， � �

〔�� �
，二 �

� �，� � ， 一 � �， 一 � � �
，

� ，， � �，

旦
一 ， 一 � ，， 一 � �

�这里�为偶数
。

乙

在一般情况下
，
人���猜想是不成立的

。

如 果�
工

与�
。
同 构 但 不 是����同 构

，
则山

定理 �的���和���
，
知�

，
至少是 �度正则图

，
因此�》 ��，

再由定理 �的 ���
，
知����

。

这

就是说
，
最小的反例有��个顶点

。
������和�

� �。 。 �咬‘ �注意到�
� 。 �一

，
�，��和 � ， 。 ��

，
�

，
�� 卜�

构但不是����同构
。

这就是顶点最少 且度数最小的反例
。

当�被大于 �的素数 的 平方整除

时
， ��。 ����

， ·

�������和��
����� 〔�， �〕 得到����猜想的一族反例 。

�犷面 我 们要构造一

本文于����年 �月�� 日收到

��
，



类反例
，
这类反例的顶点数�被 �整除

。

在下文中
，
设�二 �� � �

， �为奇数
， ���

。

设�
。
二 笼�

， �
， … ， �一 ��

，
即�

。
是偶 数

顶点集
，
�

， � �
。
�毛�

， 一 �，
�� � �， �� � ��

，
� � 二 �

。
��

� ， � � �， �� � �， �� � ��

定理 � 设�
，二 �

�丈���
，
�� 二 �

，�� ��，
则�

，
与�

�

同构
。

如果
��

。 ‘ � 。 ，
�� � ���

。

年�
。 ，
则�

，
与�

�

不是��
��同构

。

证明 作映射军
�
��一，公 ，

�一‘ �� �甲 �扭 �是奇数
。

设�� 〔 ��� �
�
，
则�一 �〔 � �。

若

太一 �〔 � 。 ，
则����一 ����二 �一 �〔 � 。

二�
�，
因此��������〔 ���乏�

。

若�一 �‘ 王�， 一 �，

�� � �
， �� � ��

，
则����一 ����� �一 �一 。 一 �〔 �一 。 ， 一 。 一 �， � ， � � ��� ��。 � �

，

�“ � �， � ， � � ��里 �
� 。

因此��������〔 ����
�

。

这说明�是�
‘ ，
到�

�

的同构映射
。

设�
，
与�

�

是����同构的
，
则存在

�
与�互素

，
使 �� ，二 �

�，
因此

�·

�〔 � � 。

因为 �是 奇

数
，
所以

� 〔 �� ， � � �， �。 � �， �� � ��
。

又因�一
���

，� � �，
因此可设

� 〔 �� ，� � ��
。

这

样由�
�

与�
�����同构可推得

��
。 二 �

。
或�� 十 ���

。 二 �
。 ，
因此当��

。
今�

。
以 及�� � ��人

。

等�
。
时

，
� ，
与�

�

不是����同构的
。

定理 � 设�二 �� � �， �》 �是奇数
，
则对任意

�
��簇

�《 �一 ��
，
存在

�度正则的循 环 图

�
，二 �，�� ��和�

�二 �
，��

��
，
使得�

，
与�

�
同构但不是��

��同构
。

证明 设�
，
与�

�

是定理 �中的
，
但�

。
如下

� �
� 。 二 ��������� ��王�� � ��或�

� 。

二 �����《 �《 � �。

这里��� 。

因为�� 〔 ��
。 ，

�。 〔 � 。 ，
因此 ��

。
今 �

。 。

同样可得 ��� ��

�
。
今�

。 ，
因此�

，
与�

�
同构但不是����同构

。

当�取尽�
，
�

，… ，� 一 �时
，
�

，
的正则度 取 尽

�， �
， … ，

�。 十 �
。
�

�
�� ，
的补图�与�

�

同构且不是��
��同构

，
�

，
的正则度 取 尽��’

�� � �， … ， �一 �
�
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