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两邻边铰支两邻边固支矩形板

的几何非线性分析
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摘 要

本文运用双重�。 盯��
�
级数分析 了受横向均布载荷作用下两邻边铰支两邻 边 固

支的拒形板的非线性弯曲 问题
。

利用该级数的正 交性
，
可 以把非线性偏微分控制方

程化为含级数系数的非线性代数方程组并通过迭代解 出所有 系数
。

最后给 出 了位移

和应 力的 电算结果
。
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沙卜�卜夕
引 言

自从����年
��� 一 ������首次提出几何非 线 性

方程以来
，
许多的数学和力学工作者都致力于解决板

的大挠度问题
。

目前
，
除了个别简单的边界条件找到

了精确解外
，
大多数问题还只能得到近似 解

。
���。 �

��〔�〕找到了解决正交各向异性矩形板的一 种 方 法�

而����〔�〕较系统地对层合板的弯曲
、

屈曲和振动 进

行了研究� 文献 〔�〕 、 〔�〕 、 〔�〕分别讨论了不同 边 界
图� 两邻边铰支两邻边固支矩形板

条件的板的非线性问题
。

但是
，
对于两邻边铰支两个边固支矩形板的非线性弯曲还很少有人

研究
。

基于上述情况
，
本文利用���

�����方法
，
找出能够满足边界条件的 位 移函数

，
把 非

线性偏微分方程组化为代数方程组
，
求出未知系数

，
从而找到问题的解

。

本文于����年 �月� 日收到
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一 控制方程及边界条件

设有一两边铰支两边固支的各向同性矩形板 �如图�� 受横向均布载 荷 的作 用
， � 、
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分别为板中面上的点沿� 、
�方向的位移
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板横向位移也就是挠度

�� 板所承受的均布横向载荷
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，
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， “ ， ” 代表对相应的无量纲座标毛或月进行微分

。

该问题所对应的边界条件为
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上式中
“ 产 ” ，

表示对相应坐标的微分

题最终归结为求解含系数
�二 。 ， 丫二 和

、、 刁拘非线性代数方程��� �之��
·
����

，
�咒�

对于这组方程
，
给定初始参数�

、 、 、
入和�进行修正迭代即可算出�

。 二八
��
级数 的系 数

。

妙

理论 卜说， �
、 �所取的项数多 �壁如数十项�

，
用修正迭代法也能保证收敛

，

但计算 招 增

加很大
，
实际少

�

只要取级数的前几项就可以保证计算要求
。

四 数值结果

本文对
� 二 �

�

�时几种不同长宽比久及不同载荷�的位移和应力进行了分 析 计 算
。 「

‘ ，是

无琶纲的中心挠度与载荷的关系
。

由图可以看出
，
对于相同的载荷

，
随着�的减小

，
�卜找 性

的程度、 不断增力。
。

对 、 入二 �白”方板， ��“为 。 �

��。寸
， 、卜线性��。 丈

�线性 一 �非线侧

�线性

达���
，
而对于入二 �
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�的矩形板
， 二��为同一值时非线性程度竟有招�

。

由此 可 见 当 优度

达到中等变形或大变形时
，
考虑板的非线性影响是意义重大的

。

图�给出了方形板沿通过原点的对角线
一

上的四点平面无量纲位移
一

与无量纲载荷的 曲 线
。

计算表明
，
石
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这条对角线上的点的最大平面位移出现在 �息二 � 二 �
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��这点附近
，
并且� 二 �

载荷不断加大
，
面内位移值增加很快

。
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图�载荷与平面位移的关 系



�口‘�
，� ，�，�‘，�� ���

总的应力为两者之和
�

��。
， �，， �‘，，

��

一

令
��

二二， 。 ，· ， 。 ，，·�

��。 ‘ � �‘，， �，‘ � �，�，��，‘ � 口�，�� ���

最外层的弯曲应力由下式决定
�

�。 ‘ 二 士斌了��
，。�� 入

’ 、
�

，��

�，�� 士扩了�
�
�

， 。。 � 久’
�

，，，
�

士斌了��一
��入�

， 。，

���

�‘，‘ �

面力应力的计算公式为
�‘
一 �

，�� 入，�
， ，� �

�

���
，�� � 入艺��

，，��

�，“ � ��
，‘ � 入�

， ， � �
。
����

， �。 � 入“
�

， ，��

�。，‘ � ��
��

， 。 � 入�
，， � 入�

，毛�
，，
�

���

三 分析

满足边界条件 ��� 的基本方程 ���
、

�义�

� 二 芝 叉
�， ，
�
。
�邑��

�

�” �

���
、

���的通解可用如下的双重级数表示
�

����

户
，
�

� � 芝 冬蠕�戚劫����卜
� 专

，

��

� 二
又 芝�

。 。
�

�

�是��
二

�月�
” ，
少于

上式冲
， �。 茱��。 二 、

�� 。

为�
� �����级数的系数

。

�
·

�邑�“ ���� “ 乙
，
�
·
�” �二 ‘�刀夕“ 月

决
，
���

·
分碎

�

邑一 “ 。 �‘“ �从七
，

几 ‘勺蚕片 ���入
· 。 一 � 。 ����入

，。

����执中
�

� ‘ �

、 ��二 �是盆树
����入

，

入�由以下超越方程获得
�

� ，��入�一 ��二�、子三叠
、

一

件
一 ‘

汉
、
表 � 超越方程��� �式的根

����

����

����

����

�����
‘

��� 一 �
一 甘甘

��� ��� �����

入入��� �
。
������ �

。

������ ��
。
������ ��

。
������ ��� �

。
���兀兀

��



�
。
�息�

、
�

。
�们为梁振动函数

，
它具有下面的正交性质

�

丁�
、
�邑��邑� ��

�������” ��月 ��
�

了 � �年�
飞�

，

令�
����

� ‘
为�

，�七�或���刀�的范数
司臼�

为便于分析计算
，
把载荷也化为梁振动函数的�

。 啊���级数形式

�口

卫 叉�
� 。
�

二

�邑��
。
�月� ����

�翻 � �

利用�
�
�邑�

、
�

。
�们正交性

，
�

。 �
很容易被决定

。 。 � �
、记二 二 几 石一万万一 �

几
。
�

�
� 丁�。

�息��
�

����七�月 ����

把表达式����
、
����

、
����代入方程���

，
两边同乘�

�
�七��

�

���
，
并且对邑和，分别从�到 �积二

分
，
利用����式

，
可以得到

�劝
� ， 。 � �

‘ 。 。

叉芝
��，�， 。 ���，��‘ �

��� �

��

�
，二�

叉卫芝芝�
����

，
��，“ ���，，�，，

� � � �二 �

� �
�入

“
�，， “ ���， 。 �� � ��入“�，。 ����，，��“� ����

同样也可以把方程 ���
、
��� 化为一组代数方程

�

口〕

�二 。 � � 。 。 �

芝叉�
��‘ ����“ ‘���二

��� 王

��

�
，。 。

芝叉国叉�，�� ��

�入���，‘ �『�， ‘ ” ‘， � �
����

� � � �二 �

��

，�‘��。 ‘ �， � ��
��。 “ ���� 。 “ �，� ����

�� 。
� �

，二 。

芝叉，、��，“ ��，’ ‘ � � � 。 �

�
二� �

�卜 工

��二�

� �
� 。 一

叉芝叉叉
� 、 ��

�一

���

� � � �二 二

，���
‘ 。 �‘ � 入“ ��

。 “ �甲
���� � 入

�
��一 ���

。 ����
� “ �‘��

�二

� �
，。 。

芝叉叉芝
� 又 � �二 �

丫一��
��

�入��
���‘�

。 ��� � 入
“
�

‘ “ �甲
���“ � 入��一 ����‘ ���。 ��，��

�〔

� �
�� 。

叉芝叉卫芝叉�
，��、��

，�〔��

���
。 ， ‘�·�， 。 �“‘· � 、 入‘ �。

盆 � � �昌 �

���‘�
��“ ‘�，�

�
�入

��， 。 “ ���。 ，��“ � ����“ ����。 ” �坛�� 入���一 ���
，�“ ‘�����“ ��，〕

����
，

�

人�一��

在方程 ����
、
����

、
���� 中

，
所有的系数定义如下

�

、 ��
��������

� �� 。 �
�入�

〕孤��灭仄石下下
万户万

�
� ‘ �� 二

印不户天尹

�
�二� � �

�
。 。
�入

。 ‘ � 入�入
� 呜�

�

�� ‘



杯笙
� �

�

户少呀犷
丫

” ‘

丫一一一

�

图� 中心挠度与应 力的关 系

卿显示了中心挠度与应力 �在七二 ”
‘

� �
·
�处� 的关系

。

几
卜

是指最外层约应力
·

内 于 它

是由弯矩产生的
，
吸

�

的曲线也反映了弯矩与变形的变化趋势
。

同理
，
吸

“
反映了烤竺分勺与变

形的变化趋势
。

从图�可以清楚的看出
，
当变形很小

，
也就是在小挠度宾洲青祝

下�
、 ‘ ， ‘

门
，�‘

勺的

应力较弯曲应力小得多而可以忽略不计
，
随着变形的加大

，
由

�

��’ 挠度变到中等挠准以 妞又挠

度时
，
中面内的应力占了整个应力的相当州部分� 甚至外

‘
可能大

二
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这时薄
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添
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弯矩和薄膜力共同承担
，
这就是板的线性问题与非线性问题的主要区别厉在

， �红迄
，

研究板的

非线性间题的主要意义所在
。

五 结论

本文所没的位移函数能够精确地满足边界条件
，
加上使用修正达代法解非荟

�
斤孔

�

只�斤

具有的收敛速度快
、

收敛区域宽的特点
，
从且保证了求解结果的计算精度

。

乡于一方卜�， 仁
一

�以

说本文仪提供丫一种方法
，
利用这种有效方法

，
可以推广应用于解决板附具它呆

一

州资形不同

类型的问题
，
诸如各种不同边界条件的正交各向异性板的几何非线性问题

，
板钓大振幅振动

问题
，
板的屈曲和后屈曲问题等等

。

最后
，
笔者对江苏工学院工程力学研究室主任孙锁泰教授所给予约帮助谨表 衷 心 的 树

意
。
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正交各向异性矩形板的大挠度分析
，
第四届华东固体力学会议论
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