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以 群 为 特 征 的 图

周 尚 超

�基础课部�

摘 要

如果两个简单 图的 自同构群恒等
，
则称这两个图共群

。

如果与一个 图共群 的只

有它本身和它的补 图
，
则称这个图以群 为特征

。
本文得到 了若干类 以群 为特征的图

。

本文采用 〔 �〕 中的记号和术语，
除非另外说明

。

设�是简单图
，
如 果图�

�
的自同构群

����
�

与�
�

的自同构群恒等
，
则称�

，
与�

�
共群

。

如果由����
�

�����
�
可推 出�

�
与�

�

同

构或�
�

与�
�
的补图�

�

同构
，
则称�

�

是以群为特征的图
。

如果由����
，
一����

�

可推 出�
�

与�
�

同构
，
则称�

，
是以群为强特征的图

。

以群为强特征的图是 自补图
。

关于共群问 题
，
已

知有如下结果 〔 �〕 �

渐近地说
，
几乎对每一个图�

，
一定有图�

，
�不 同 构 于�和 �

，
但

����二����
。
这个结果又可叙述为

�

设��
��是

�
点图的总数

，
乙���是

�
个点的不以群为特

征的图的总数
，
则各�

�����
��， � �。 ‘ ���。

本文讨论了哪些图是以群为特征的图
。

设 � ，� 〔 ����。

若存在�〔 ����
，
使���� � �’

则称�与�相似
。

按照相似关系
，
�的顶点被划分为若干个轨道

。

如果只有一个 轨 道
，
则 称

����是可迁群或点传递群
，
称�是点对称图

。

如果对于任意��
，�� 任�� ��

，
存在�〔 ����

，

使����� � ��劝����二 �， ，
则称�是线对称图

。

我们用�
，《 ��

表示�
，
是�

�

的子图
，
用����

�

《 �����

表示����
�

是����
�

的子群
。

如果���
，
�中有一点与���

�
�中的一点邻 接

，
则 称

� �

与�
�

邻接 �或���
，
�与 ���

�
�邻接�

。

如果对任意� 任 ���
，
�

，
� 〔 ����

�
， �
与�邻接

�

则称�
�

与�
�

完全邻接
。

如果����� �
，
��

�，
� ，
与�

�
不交

，
则用�

，
表示�一 � � ，

即�
�

是

�的以�
，
为点集的导出子图

。

定理 � 若�和 �都是线对称图
，
则�是以群为特征的图

。

证明 若�是完全图�
�

或�
， ，
则�的群是�

，
��个文字的对称群�

。

群为�
�

的图只有�
�

和

�
�，
因此�以群为特征

。

设�不是�
。
也不是�

�。

设���� � ����
， ��〔 ����。

因为�是线

对称图
，
所以����二 ��������〔 �����

。

如果
��〔 ����， 则����二����

。

如 果����午

����
，
则����卫����

，
�是完全图

，
���� 二 �，，

矛盾
。

因此��� �
。

如 果��〔 ����，

则可推出� � � 证毕
。

本文于����羊��月��日收到



定理 �是充分条件而不是必要条件
。

易知 �边形�
�

以群为特征
，

但�
�

不是线 甘 称国
。
�

�

和�
。
是线对称图

。
�个点的道路�

�

不是线对称图
。
�

‘
和�

�

是最小的两个以群为特征的 自补图
。

引理 � 设�是点对称图
，
则�是线对称图的充分必要条件是对于与任意点

�邻 接 的 两

条边��和二
，
存在�任�二 ����

，
使�����

� ��
。

证明
�
必要性是显然的

，
对充分性设��

， 。 �〔 ����。

因为�是点对称图
，
因此存在�任�

，

使��
。 �� � 。

根据假设
，
对于

�����
，
存在�任�

，
使��������二 ��， 因此 自同构��

，

使���。 ��

二 ��
。

证毕
。

设�� �
�
��…��是�的不交的轮换分解

，
则称�是 ���

，
�

，

��
�

�
，… 】�，��型 。

定理 � 没�是点对称图
。

如果�有一个 自同构是 ��
，
�

，��型
，
则�以群为特征

。

证明 设�不是�
�

也不是�
�，
�� �����

�� �… �二���
，��…���妞�时�

。

因为�是点对称

图
，
所以�是�度正则图或

�
度正则图

。

设�是二度正则图
，
与

�
邻接的点集 是��

，� �… �二�
，

则�
‘一 ‘
��� 。

�二 ���，
即存在�的自同构

，
把与�邻接的任意两条边互变

。

对任意 点
�，
存 在�任

����
，����二 �，

则�一 ‘��也是 ��
，
�

，
�� 型且它的不动点是

�，
因此存在�的 自同构

，
把与

。 邻接的两条边互变
。
�是线对称图 �引理 �� 同理 �也是线对称 图

。

因 此�以 群 为 特 征

�定理 ��
。

证毕
。

系 � 设�是点对称图
。

若�有一个自同构是 ��
，
�

，

�� 型
，
则�和 �都是线对称图

。

系 � ��
�

是以群为特征的图
。

这里�》 �
。

定理 � 设� 二 � ������
。

若�是素数
。

则存在以群为特征的�阶自补点对 称 图�
。

证明 设�
。 “ 《�，

�
，
�，… ，

���
， � 二 �� � �，

是�的顶点集
。

顶点的运算按 模�进 行
。

因

为�是素数
，
因此存在� 〔 �，，

使得��
，� ，� “ ， … ，� 弓“ 一 ’

�� ��
，�，…���且� ‘ � � �

，
这里�是�的

一个原根
。
�的边集是这样的

�
若�任�

。 ，
则与�邻接的顶点集是哎���

，
�
十 � “ ，

补 � ‘ ，…�� � ‘ “ 一 “
�

’

按照�的作法
，
�
一
�与�

一
�十�� �邻接

，
�
一 � “
与�

一 � “
��

“ � �邻接
， … ，

即与�邻接的还 有�
一
�，
�
一 � � ，

�
二 ，

�
一 � 咭� 一 “ 。

由于
� “ �
��

“ � ���二 �
� � �“ ， � �”

午�
，
所以�

� � “ � � �
，
继而��� � “ ” � “ 二 �

， … ，
因 此

��
，� “ ，� � ，… ，��” 一 “

�� �
一�， 一� “ ， 一 � ‘ ，… ， 一���一 ��

。

这说明我们对图�的定义是合理 �均
。

显 然

�� ��
，�，

�
，… ，

���〔 ����
，
�是点对称 图

。

设�� �����
，� ，� “ ，… � 咭�一 ‘�

。

若��〔 ����
，
则

存在�
，
使�

一
�� � “ “ 。

���
一
��� ���

一
��� ��

一 。 �� � � “ � ‘ ， ��与��在�邻接
，
即����与����在 � 邻

接
，
�是�到 �的同构映射

。
�是 自补图

。

易知�
� � �����

，��，� ‘ ，… � ‘ 。 一 “ ���
，� � ， … ，� ‘ 二 一 ，

�

任����
。
�以群为特征 �定理 �� 证毕

。

定义 � 设����� �
� �，� � ，… ， � �

�
，
�与�洞 构

，
�� �

，
�

， … ，�
。
�〔�〕是 把� ，，

� � ，… ，

�
�

按如下方式邻接而得的图
�

如果��
”
币 ����， 则�

，
与��完全邻接

，
如果 “ �” �任����

，
则�

�

与��不邻接
。
�〔� 〕又称为�按�膨胀而得的图

。

在�〔�〕中，
如将�

���� �
，�，… ，

��等同 为

一个点
� 。，
则得到图�

。

下面的引理是显然的
。

引理 � 设�是�的导出子图
。

若对� 〔 ����一 �， �与�不邻接或
�与�完全邻 接

，
则

����������
。

特别地
，
在图����中

，
�����《 �������

。 ’

定理 � 设�是
一

以群为特征的点对称图
，
�是以群为特征的自补点对 称 图

，
则����是

以群为特征的点对称图
。

证明 设�������“ ���� � �
。

与�
�，
� � ，… ，

�
�

相对应的�的导出子 图 是�
，，
� � ，

确 二 ，
�

，
�相对应指���

��� ���。��
。

因为�����《 � �引 理 ��
，
所 以����，《 ���入�

、 。

�
��

�



因为�
���，

是可迁群
， 所以若 在������

，
�与�

�
邻接

，
则

。 与��完全邻 接
，
�叭�

，
��

。

由

此又可推出�叭�
�
� 人���

，， �
�山�

，� ����注，， � 与�
�
同构

， �一 �，
�

， ‘ ”

口
。

则�诱导出�中这样的一个元素
�

���
�
�� 二 �，

丁����
��

，
则 ����� ����。 �

，

��的同构映射
。

如果将丫
，二 ��

， … ，��匀
二两为一 个点

� 。
后得到图���

、，
则

设�〔 �以�
，

这里孰是�
�

到

�〔 ������
�。

反之若�任�
“ ����

�，
则‘任� “ ��

，
因 少吐

��� �
少

、
动���

�。

如 果���
。
与�同 构

，
则�与

若�，

�〔�〕同构
，
如果��初

�
一、
抓则构

，
则�与 、，同均

。 赞知�〔于于〕任点对称图
。

类似她可证如 下定理
。

定理 �
设�祖�者卜是以群为特征的图

，
叫有

� ��若�是 自补点 对 称 图
，

以群为特征的图
。
��若�是 自补图

， �是点对称民
，
叹 〔 晚〕级祥为待征

。
��

则�〔�〕是

若�是自补

图
，
�是 自补点对称图

， 则�〔�〕是以价介特征的自补图

例 � 顶点数不大于
�的沂有图

一

沁顶点娄之不大于 �启
兮所有点对称图都是以群 为 特 征 的

图
。

沂致不大于��的以群为
特援的点对称图还有下列图和它们的补 图

� �
�， �� �， �一 ���

��
。
夕二方体�

、 ，
位得森离

�

� �。 ��

，
� 》 ，

� 、 。 ��
，
��和�

。
��易��

。

� ， 。
��

， ��
� �。

��
， �� 瓦

。

�
。
是自补点对称图

。
�二

��是�
。
到�弃打�可构映射

定理 �中的图称为参数 �

���������������
，二二

�

���������������〔
一

八�����
。 ，
�� 二 �����������

。

�不是素数
，
因此�

。
不是按定理 �的方式得到介砂瓜对称 自补 图

。

，��， � � � … ‘ “ 一 乙

的循环段
�，
记 为�

。
灯

， � 艺 ， “ ‘ ，…
。 ‘ � 一 旦� 。

图 ��「，的

� �。
��

，
��是�

工 。
��

， �， �， ��的简记
。
�， 。

��
，��是�

，。
��

，
准，�

，
��的简记

。
认工

。
也不是 循环图

。

例 � 图 �画出了�
‘ 〔��〕和它的补图

。 两个�
。
之间的邻接表示这两个�

�

是 完 全 邻 接

的
。

它们的顶点用��， �、
， �二，， �。

��二 �
，
�

，
�

， �
，
��标记

。

�

�叼一
�

�产‘、、八��工
、�‘��

�占���

产�、、�

�

�

�

办�
� 。

��
� ‘

�

又
�

了一 �封一
了一一 二 � 吸

� 乙

��
� ，

广�

勺 �一又
�

�
‘

、 一一刁 、

一� � 吕 �

图 �
�

�〔��〕和它的补图
一

�分 ‘



例 � 设�是以群为特亚的自补图
，
则 ��是以群为特征的 图

，
因 为�� 二

瓦 〔�〕 。

如�

不是点对称图
，
则��不必是以群为特征的图

。

例如 ���
不是以群为特征的图

。
图�中的 图

的群与��
‘
的群恒等

，
但它与 ��

�

���
‘
�不同构

。

图 �

定理 � 设 �。 � � ������
， �� �， �，… ， �

， �‘是素数或�
�� �

。
设�� �

，��…��，

则存在以群为特征的�阶自补点对称图和 ��阶自补图
。

证明 设�
�

和�
�
分别是�

，
和�

�
阶以群为特征的自补点对称图

，
则�

�〔��〕和��〔� ，〕是
����

阶的以群为特征的自补点对称图 �定理 �，
��

。

如果�
�

和�
�
分别是�

工

和�
���

阶图
，

则�
，〔��〕和� �〔� �〕是������

阶图
。

如此类推可得�阶图
。

如果�
�

和�
�

分别是 �阶白补 图

和�阶的以群为特征的自补图
，
则�

，〔��〕是 ��阶以群为特征的 自补图
。

证毕
。

定理 � 设�是以群为特征的点对称图
，
�与 �同构且�与�点不相交

，
则���是以群

为特征的图
。

证明 如果�是 自补图
，
则���与�

�〔�〕同构，
因而以群为特征

。

设�不是 自补 图且

������ 二 ����
。

�的与�
，
�相应的两个子图是�

�
和�

了 。

因为����《 ����且����是
可迁群

，
所以如�

‘
与�

‘
邻接

，
则�

‘
与�

‘
完全邻接

。
���� � ����

‘ 十 ����
‘
不是可迁群

。

如果�
�

与�
产

同构
，
则����是可迁群

，
矛盾

。

因此�
�

与�
产

中有一个与�同构
，
另一个 与�

同构
。

当�
‘
与�

‘
完全 邻 接 时

，
�与百丁团司构

，
当�

‘
与�

‘
不邻接时

，
�与���同构

。

证毕
。

类似定理 �可得定理 �
。

定理 � ��设�
�
�� 二 �

，
�� 是以群为特征的自补点对称 图

，
则�

，
��

�，
� �

��
�

都

是以群为特征的图
。
���

�

��
�

是以群为特征的图
。
��设�

�
�� 二 �， �，

�� 是以群 为 特

征的自补点对称图
，
� �

与�
�

不同构
，
�

�

与�
�

同构
，
则� � �

。
���

，� �
�
�是以群为特征的

图
。
���

�

���
�� �

�

�是以群为特征的图
。
��设�是以群为特征的点对称图

，

若 �不 连

通
，
则��是以群为特征的图

。

这里���总是表示两个点不相交的图的并
，
� ，
也可看 作 是

以群为特征的 自补点对称图
。

例 � 图 �给出的两个图是定理 �的 ��所述的那种图
。
��

�

是定理 �的 ��所述的那

种图
。

舍 合
�。
���

�� �
�
�

图 �



定义 � 设�的点集有两个轨道�
，， ��，

相应的�的两个导出子图是�
�

和�
�，

�的一

个顶点在�
�
另一个顶点在�

�

的边集为�
，�，

�的补图的这个边集用 又
，，
表 示

。

设 ��。 ��

����
，
���

，
�� �

�

��
�

��
��，

这里�
�� � �

，�
或瓦

�，
��� �����或�

�� ��岛
。
�

‘

称为

�的广义补图
。

类似地
，
如�有

�
个轨道

，
也可定义��

。

例如当� � �时
，
����� 二 � �

��
�
�

�
�

��
��
��

��

��
� �。

按定义
，
�

·

可以是�或瓦�的广义补图有 �
，
个

，�二 � � ��� 一 ����
。

例 � 设�
‘ “ �� � �是 �个点的道路

，
��

， ��
， 《�，

��是它的两个轨道
。

它有�个广

�口��自曰����������

一

，上��卜�。
�下��������
盖��口﹃

�奋��������‘�� �
户�������口���目�

图 �

义补图
，
图�画出了 �个

，
另外 �个是它们的补图

。

下面的定理 �是易证的
。

定理 � 设�有�个轨道�
�
��� �， �， … ，

��
，
�

�

是�的广义抱图
，
则����《 �吐�气

如果��� ���
�。

且���
��� �， ��� �

， �
， … ， ��

，
则�任����

。

系 � 设对任意�〔 ����
‘ ，
都有���

，�� �，， ��� �
， �

， … ， ��
，
则�林�� 二 ����

�。

系 � �
�

的轨道不大于�个
。

系 � 设�是有两个轨道的以群为特征的图
，
如 果�

，

与�和�都不同构
，
则�

�

是点对称

图
。

根据定理 �
，
如果�的轨道越多

，
则群为����的图就可能越多

。

因此以群为特征 的 图

的轨道不会太多
。
前面我们 已列出的图最多只有 �个轨道

。

定义 � 设�是以群为特征的图且�具有�个轨道
，
则称�是第�类图

。

现将已知的这些图简列于下 �当然还有它们的补图�
。

第 �类图 �
�，
�

，，
立方体�

�，
��������图

，
�

� 。
��

， ��
，
�

，。
��

，
��

， �� �定 理 �

所述及的�阶 图用�表示�
，��

�， ����是以群为特征的点对称图且��不连通�
。
�〔�〕��和

�都是第一类图且�和�至少有一个自补图�
。

第 �类图 这类图共有 �种
。

第一种是它的群不能分解成两个群的和
，
例 如�

‘
和�

‘ 〔�〕 ，

�是第一类图
。

第二种是它的群可分解为两个可迁群之和�
�� ��。

它的两个相应的导 出 子

图是�
�

和�
�。

这时有����
，二 �，

�� 二 �
，
��

，
且�

，
是第一类图

。

因此这一种只有下列几 种

情形 �以及它们的补图�
。
���

，
和�

�

都是 自补图且�
，
和�

�

不同构
，
这种图记 为�

，
��

� 。

���
，
和�

�

都不是 自补图
，
此时�

，
与�

�

同构
，
这种图记为���

。

例如�
。
��

�，
�

，
��

， ，

‘

�
‘
��

� 。
���

�

��
�。

���
，
��

， �于是第一类 自补图
，
���〔�〕，

这里�是第二类 第

�种图
，
�是第一类 自补图

。

第三类图 �
�

���
�� �户

，
� �

���
�� ��

�
，
这里��是第一类 自补 图

， � ，
与�

�
不 同

构
， �

。
与�

�

同构
。
�〔�〕，

这里�是第三类图
，
�是第一类 自补图

。

上面列举的第三类图
，
它们的群都是 �个群之和

。

定理�� 设�是第三类的且���� 二 �，� �� � ��，
则�或 �是形状为�

�

���
� � ��

�的



图
。

这里�
�
是第 �类图

，
� �

与�
�
不同构

，
�

�

与�
�

同构
。

证明 设�的三个导出子图是�
�
�� 二 �， �

，
�� 且����

，二 ��
。

因为�
�
可迁

，
所以� 是 点

对称图
。
��

与�� ��今��如果邻接
，
则��与��完全邻接

。

如果�
，，
��，

�
�

都 同 构
，
则�不

会有 �个轨道
。

设这 �个图任意两个都不同构
。

如果�
，
�� 二 �， �， �片立连 通 图

，
则�

，
��

�

��
�，

��
�������

。
以及其补图的群都是����

，
�不以群为特征

。

如果�
，��二 �

， �，
��

不连通
，
则�

，
��

�

��
�，

��
�� ��

���
�

的群都是�����
。

如果�
���二 �

，

黔不儿厄 目
�

与�
�

不同构
，
则�

�

日�
�

口�
。 ，
�� ， � �

�
���

�

的群都是�
� ��

。

因此
，
�户勺�个子�斗扮有月

�

仅有

两个是同构的
。

设�
�

与�
。
同构且�

��� 二 �
，
��连通

，
� �

与�
，
不同构

。

如 早��
�

一

与“ �‘�二 ，，

��

不邻接或完全邻接
，
则�有 自同构把�

�

映射为�
�，
�就不会有 �个轨道

。

因此�
，

仅 与�
�
私

�
�

中的一个邹接
。

设�
�

与�
�

完全邻接
，
在此情况下

，
有两种 可 能

。
�� �

�

月二�
�

�司构
，

�� �
。

如果�
�

与�
。
完全邻接

，
则�与�

� � �� � ���
�

同构
，
�只有两个轨道

。

因此�
。
与 ‘ �，

不邻接
。
� 二 �

。
���

，� ��
�

，
�与 ��

，
���

， � �
�

��〔� �〕同 构
，
�

�

是 纷 �类 自补 目
。

�� � ，
与

��
�

不同构
。

这时�
。
���

， � � �
�

，
�

�

���
，十 �

�

� 以及共补图的朴都 火 � 二 ‘ 〔 。

其补图是连通的
。

因为�以群为特征
，
因此�

。
日��

， � �
�
� 与�

�

州��
， � �

。
�同种

。

白 此

得�
�

与�
。
问构

，

� 与�
，
同构

，
�，��� �

， �
，
�� 是 自补图且以群为特征

。

系 � 设�是第三类图且���� 三�
， � �

� � �
， ，，

则�或 �是形状为�
。
日��

，� �
�
�的 图

或形状为��
，
日��

， � �
。
��〔��〕的图

。

这里�
�
�� � �， �，

幻是第 �类的肚�补 图
，
�

�

与�
�

同

构
， �

巨�
�
与�

�

不同构
。

定理� 设�是以群为特征的图
。

若�有 �个轨道
，

则�吐�不是 �个群之和
。

证明 设���� 二 �，十 �
� � �

。 � �
， 。

如�的 �个轨道导出的子图 是�
，�� 二 �， �

，
�

，
��

，

则�
���，二 ��

，
且�是将这 �个图邻接而得的图

。

因为�
�
是可迁群

，
所以 如� 与��邻接

，
则

��

与味完全邻接
。

如果这 �个子图都是同构
，
则�不会有 �个轨道

。

如果任何两个� 都从同

构
，
则可设�

�

和�
艺

是连通的 �否则可在 �中来讨沦�
。

这 时�
，
��

�

口��
� � �

�

�和 �� �

� �
�
����

� � �
‘
� 以及它们的补图的群都是�

� ��， �就不是以群为特征的图 了
。 一

近� 与

��

�司构且是连通的
，
又设�

，
与侣

�

不同构
。

把它们按照图�的方式邻接得到的图以及它们 的

补图的群都是����
，
因此�不是以群为特征的图

。

石获�人

叹 � �� ��

七一

一
峋卜���川卜�

�
‘

一�
‘ ，
公

� � ��
�

�
�

图 �

最后
，
我们猜测

，
如果�是以群为特征的图

，
则�最多只有 �个轨道

。
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