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关于线性陀螺保守系统的稳定性
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摘 要

如何判别陀螺保守 系
‘

统王
� �妥

� �二 � �的稳 定性
，
是一个理论上和应 用 上 布

十分重要的问题
，
得到 了广泛的研 究

。

本文依据李亚普若夫稳定性定理建立 了一个

新的判别准则
。

算例表明
，
新的判别准则十分有效

，
能得到很大的稳定参数区

，
比

现有准则优越
。

关键词
� 陀螺保宁系统

，
稳定性

。
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经过适当的变换
，
陀螺保守系统可表为

� � �� � �� 二 �一
� �

���

此处
， � 任��

，
�为任意正整数， �

， �为�阶方阵
，
且�

� 二 一 �
， �� � � ��表示转置�

。

当�有奇数个负特征根时
，
���总是不稳定的

。

当�有偶数个鱼特征根时
，
虽然对应的 保

守系统是不稳定的
，
但 ���可能稳定也可能不稳定 〔‘ � 。

原则上
，
通过解 出 �

一

��的 全

部特征根即可判定 ���的稳定性
，
但当�很大时

，
这种办法是不合适的

。

因此
，
如何直 接

根据�和�来判别 ���的稳定性
，
成为运动稳定性研究的一个重要问题

，
许多作者对 此 进

行了研究
，
得到了一些判别准则 �么 ” ’ ‘ ’ 。

这些准则那有较多的茶件限制
。

本文根据李亚

普若夫稳定性定理
，
在没有任何条件限制下建立一个新的判别准则

，
并举例说明准则的应用

与现有准则的比较
。

本文于����年元 月�日收到



二 一 个 新 的 判 别
“

准 则

先来证明一个引理
。

引理
�
设�

�， ��， ��

均为� � �阶实方阵
，
且�

�� � � �，
�

�� 二 �
� 。
乡�，矩阵

“
义尸

、

爪

琴
、

派

是正定的充要条件是�
，
和�

。 一 ��� �一 ‘���
均为正定

。

证
�
矩阵�为正定的充要条件是对任何

�今 �
， � 〔 �“ ” ，

有

� �� ����� �

现作变换
一 �，一 ‘���、

��

� �
�

��厂����

一一�

此处
，
尹 二 行

��，
�
�
勺

，
’

叭
， �� 〔 �，， �为单位矩阵

。

显然变换是非奇异 的
。
在 新 的 变 量

下
，

厂 � �〕 � �， ��� 、 � � 一 �
�一 ‘���

� � ��� 日
�

日
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二 了，������ �����
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由此显见引理正确
。

现在来证明本文结果
。

定理
�

如果存在实数 �使

�
， � �

� � ��� � �
“
� �

”
表示正定

， “
� �

”
表示负定 �

�
� � � � ��一 ���� � ��

一 ’�� � ��为单位矩阵

则陀螺保守系统 �� �是稳定的
。

证
�
取李亚普若夫函数

�� �

�� �

� � 士� ��� � 士二��� � 告��� � ������� � ��� �� �

其中矩阵��二 �
�
�
，
�� � ���

， �，
�待定

。 ’

上式可改写成
�� 二 二���� ����� � �� ��丁�益

�
妥
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�关于 ���的全导数为
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现令
孟�

� � ��� 二 � 一 �
�十 � �， � �� �， �� �

，
�

、

� ���二 � � 十 �� ���

由于�
” ， ���

��

��

�都是反对称矩阵
，
故

� 一 �� 〔��卜 � “ � �� 一 ��〕
二 一 �������� 二 �

��

�
� � ���一 � �� ��么一 �� � � “ � �� ‘ ���

�玄 ” �

这样
，
由 �� �可知� � �

，
而由 �� �有

�� � � ���
么 � ���� � ��

�
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由引理可知
， �正定等价于

�
， � � “ � ��� �

�
� �� � 一 � “ � ￡�� ���� “ � ���

一 ���� �

而

�
� � � 一 �

“ � ��� �� 〔��� � ���〕 一 ���

�一 �
“ � ��� ��� � ��一 ����� � ���

一 ’�

二 � 一 � “ � ��� �〔�一 ��� � ���
一 �〕 �

� � � ��一 ���� � ���
一 ��

启此可知
，
当 ��� ���成立时

，
�正定

�

���是稳定的
。

证毕
。

在很多情况下
，
我们要讨论�负定时系统

�简易判二
、

二准则�
。

义� � �
，
故由季亚普若夫稳定性定理知系 统

���的稳定性
，
对此我们有如下两 个 推 论

推论 ��

记入
��。 �� ��为 一 �

“
的最小特征值

，
则当�负定

，
且

� 十 十入
。 坛�� �

�

����

时
，
系统 � � �是稳定的

。

证明
�

取 � � 一 十入
二 、 ，

这时� 十 ��负定从而�
至 十 ��正定

，
即式 ���成 立

。

又 由

����可知

� 一 十入
二���� 含入�

���� �

由此不难推出

�� 一 十入
。 ，。 ��

一 ‘ �

久
。 。��� �

即

现任取
� 〔 �悦，

�� � ���
一“ �

入
。 ��
�� � ����

由 ����并注意 �� �
，
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� �
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二 � �〔� 一 十入
。 ���� 香�一 �

��〕�

》 ���� 一 十入
。 �。 �� 音入

� 。
���

二 �丁�� � 寺入‘
，
���

于是由 ����知
，
�

�

正定
，
���式成立

，
由定理知系统 ���稳定

。

推论 ��
记峪

�二

�笋 ��为 一 �
�

的最大特征值
，
又设�非奇异

， ‘

则当�负定
，
且

� 一 去从� � 含�一 �
“ �� �

‘ 一

笼
一

����

时
，
系统 ���是稳定的

。 ‘

证明
�

取 � 二 一 于入
。 。 ，

则 ���成立
。
又由 ���� 可推出

�� 一 十久
，� � �

��
一 ’ � ��一 �

一 ��� � ����

事实上
，

·

因为告�一 �
�
�正定

，
故存在非奇异矩阵�使

�丫�� 去�一 �
�
�

，

����

又 ����等价于

��
一 ’�

�
�� 一 去入二

�

���
一 ‘ � �� �

，

由此显然可知

��� 一 十入
� 。 �

��
“ ’
�
� 十 �� �

‘ ，
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而 ����又等价于
�

�

�

�� 一 十入
� ��
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�

� �

由此并 ����知 ����成立
。

由 ����即可证明推论 �
，
证法与推论 �同

。

三 应 用 举 例 与 比 较
�卜夕

例 �
、

旋转系统的稳定性
、

旋转系统是用以检验陀螺保守系统稳定性判据的典型例子‘ 先来考察二自由度系统
，
运

动方程为 �“ �
」

、

厂�
，

�介
二

厂� 一 �

� �
� � �息�

气 � �少 气� �

��一
�

邑
� 一 劝 �

� �� �
� � � ����

、 � ��一 邑
“ 一 月

，
�

其中邑表示旋转的角速度
，月表示外力参数

，
��，

��表示两个位移方向的弹性刚 度
，
��，

��� �
。

作为算例
，
取息� �

， 月 二 �
，
则

、、，
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月了

�
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曰巾

�

�
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� “
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�
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� 一

�
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一 ‘� ��

�
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干

因此
，
当以下四个不等式皆成立时

�
﹂

门����
�

����
�一 ����，‘ 粤

�
�

� ��� �，

��� 一 ����� 一 � � ��� �

“ �一

��
“ 十

赫粤
不万� �

�� 一 � � � 十
耳杀舟厄

� �

���
，

�
�，
�

�

正定
，
从而由定理知系统 ����稳定

。

取 � � 一 �，
��取其它值将得出较小 的稳

定参数区�
，
以�

，， ��

为参数
，
可绘出 ����表示的稳定参数区 �见图�

。 ，

萍定区分 为 两

部分
，
之一在�负定��

，
� �

，
��� ��的区域内 �记为��

，
另一在�正定��

，
� �

，
��� ��

的区域内 �未画出�
。

对于�正定的情形
，
由能量准则易知 ����是稳定的

。

不难检验
，
在

�负定的区域内
，
由 ����得的稳定区与实际稳定区几乎是重合的

。

文 〔 �〕 的准则 �对�� ， ��时
，

���为稳定的充要条件是 �� 一 �
“
正定�应 用 于

此例
，
得出稳定区为��

。

角射线���其位于�为负定的区域中的部分包含在�中
。

文 〔 �〕 的准则 �对� � �的情形
，
当�负定

，
����� �一 �

“
�� �时

，
系统���稳 定�

应用于此例
，
得稳定区

� ��城
夕 ��� �

，
��� ��� �

。

该区也含在�中
。

文 〔 �」的准则 �当�负定而 �长一 �
� 一 士入叭�正定时

，
系统 ���是稳 定 的

，
此 处

入
。 �二

为 一 � “
的最大特征值�

，
我们认为其证明有误 �见附 录�

。

但 当入
。 。。 》 士入。 �二

� �时
，
由

推论 �可证明这个准则是成立魄 为此只要证明 召么 十崎
，。 �正定即可

，
而这是很 容 易 验 证

的
。

事实上
，
�� 〔 ��有

’ ，

一 小

����� � 入
二，。 ��� � ����长 代 �

“ 一 告入
。 � 二

�� �
“ � 含入

二 ��

�� 入
。 ������

》 ����� 一 �
， 一 于入

� 。

妥��
� � ���一 六

� ，�
�� 告入

二 。 二

�� 入
二�。 ���

》 ����� 一 ��

公士入协��二
·

� �

现在再来考察一般的旋转系统 ���个 自由度�

矩阵
，
则旋转系统的动力学方程可写成

。 文
屠

〕 可知， 、 质量矩阵为。 。

�

�乙�

� ��

一 �七�

�

��
�一 七

，
� �
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� � � � 一 乙

�
�

二 �

��
了‘�产、、�

�
�

���
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、
�

十

、�
了�夕“�二�

产
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了、

戈
、

、���������
����

厂才

�
�

�
二气�

其中�
， �〔 ��， 代表位移矢量�

有关� 邑代表旋转的角速度
。

我们有

����

� �
均为�阶对称矩阵

，
与系统的刚度和外力参 数

�

�备�
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、
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、 ，
只

� �

�七砰�

�
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入，，� 二 �七
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“
� �

� �
� 一 邑

“ �

� ，

� � 十久
二����

� �

了�
�

�
、人

��
一一一一��

于是由定理的推论 �得到



结论
�
当�

�
� �

，
� �
� �

，
�

�一 乙
“ � �

� �� 一 邑
���
� 。 时， ·

旋转系统 ���，是 “ 定 的
。

例 �
、

推论 �和推论 �的比较

令� � �������
， … ，

�
�
�
， 一 � “ 二 �������

， ��， ��， ���
。
可 知久

� ，。 �� ��声
。 ， � ��

。

由推论 �得稳定参数区

�
，� ���

，， �
�， �

�，
�

‘
� 一 �

由推论 �得稳定参数区

� ��

���
�， �

�

����奋一 ����� 一 �
�

�

���
。 ，
�

‘
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�

�

可见 �
，
和 幻

�
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。
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圈由本文定理得能稳定参数区

《��》 决定的稳定区�

四 结 束 语

本文在一般情况下建立了任意有限自由度陀螺保守系统的稳定性判别准则
，
并据此得到

两个推论
。

算何袭明
，
我们准则十分有效

，
比现有准则能得到更大的稳定区

。

在应用时
，
为

了得到尽可能大的稳定区
，
必须选择最优的 �

。

两个推论更便于应用
，
但作为代价

，
要损失

一部分稳定区
。

然而
，
推论提供了 �的选择方法

。

在撰写本文过程中
，
作者得到北京理工夫学基础课部李骊教授的鼓励

，
在此致谢

。
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������ �������
�

�� ���� �����
， � ��� ��������� ��������� ， �

·

���� �� ����� �� ��仑

����� ��� ��������� �������
， �� ��������

�

��� �� ������ ���� ����
，
����� ����

�� ������� � ���� ����� ������ ������ �� ����������， ���� �������� ��������� �，

�������� �� ��� ������� � � ���

��� ������ ��� ��������� �了�������� ������ �， ���������
。

·

�
。



柑录
�
关于文 〔 �〕 中的几个错误
�

、
文 〔 �〕 对其准则的证明似有错

。
为证明这个准则的正确性

，
关键在于证明

�� ��，���
“ 一 ��怜�� ����文 〔 �〕 式�����

、、�����
�

���

恒正
。

此处
�为 ��维复向量

，
护大不的共扼转置

，
且�资� 二 � �� ����

‘

一 �

��
、

��

�一 �
， 一 ��

。

为此
，
作者得出不等式

���，
赞���

“
� �

、

����文 【 �〕 式�����

从而认为准则获得了证明
。

但式���的第一个不等式显然是不成立的
。

由于 文 〔 �〕 设 定�

负定
，
故矩阵�正定

，
对任何二今 �

，
有�朴��� �

，
从而由���只能得出

����
����� ���

这样
，
文 〔 �〕 的准则没有得到证明

。

�
、

文 〔 �」认为 “
如果 �� 一 �

“
和�� 一 ��均为正定矩阵

，
则 ���是稳 定 的

” 。

这个结论是空的
，
因为不难证明�� 一 ��永远不会定气 正如文 〔 �〕 所指出的那样 。

�
、

文 〔 �〕 的算例有误 ，
作者把�� 一 ��算错了

。


