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摘 要

本文采用������� 变换方法
，
分别对动 力问题的有限元方程和边界 元方程进行

������“ 变换
，
在变换域中进行藕合

，
该方法与直接在时间域中搞合法相比

，
奇异

积分
·

的阶次大大降低
，
可 用求解静力问题的程序处理奇异积分

，
因而具 有计算简单

的优点
。
文章对搞合中的若千数值问题作 了详细 的介绍和讨论

，
并给 出 了全部计算

公式
。

关健词
�
弹性动 力学

，
有限元与边界元藕合

。

引 言

近年来
，
已有不少工程技术人员将有限元与边界元藕合的方法用于求解动力学问题

，

如文

献 〔 �〕 � 〔 �〕 ，
这是因为边界元法具有能精确处理无限域和半无限域中的间题

，
而有限

元法具有快速处理非线性问题的特点
，
因此将两者结合起来使用

，
能充分发挥各 自的优点

，

使求解的精度和效率得到大大的提高和改进
，
这一点

，
对工程实际应用是有重要意义的

。

但过去采用的祸合方法
，
都是直接在时间域中进行的 〔 �〕 ， 〔 �〕 ，

在直接法中
，
边

界积分方程的位移基本解和面力基本解将出现
�一 “
和 �一 ‘

阶次的奇异积分�“ �， 在数值计算中
，

这需要采用特殊的处理技巧
，
显然

，
这一方面将使计算变得复杂

，
另一方面由于涉及到

一

了高

阶奇异积分
，
势必导致计算精度下降

。

为了克服这一缺点
，
我们在文中采用了 ������“ 变换

方法
，
分别对有限元方程和边界元方程进行����

��� 变换
，
在变换域中进行祸合

，
这种方法

使得动力问题的基本解奇异性的阶次与静力问题的奇异性阶次相同
，
可用求解静力问题的程

序处理奇异积分
，
因而具有计算简单和保证精度的优点

。

本文于����年��月��日收到



一 结构动力学的基本方程

不失一般性
，
本文以三维问题为例进行讨论

。

以位移分最作为基本未知量的动力学方程为
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磷本解���和���中形式上出现了
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和 �“ 项 ，

为了处理奇异积分
，
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因而弹性动力学方

程的基本解�
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的奇异性

， ‘
与弹性静力学茶本解的奇异性阶次
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据此
，
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阶的奇异性
，
而 ������是动力效应的附加项

，
没

异性
。

同样
，
将����式代入���中

，
也可将面力基本解表示为两部分之和
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川是对应于弹性静力学方程的面力基本解扩 具有 �一 �
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阶的奇异性
。
�讯山是动

力效应的附加项
，
没有奇异性

。

三 奇异积分的处理

由位移基本解����知
， �

� �

川是对应于弹性静力学方程的基本解
，
具有��

’
阶的奇异性

，

在数值计算中
，
可用座标变换的方法消除奇异性 〔�〕� � ‘ ，

�’� 是动力效应的附加项，
无奇异

佐
， ‘

可用一般的数值方法计算
，
如高斯积分法

。

由面力基本解 ����知
，
��

，
���具有
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，
在计算主对角线上的元素时

，
可用给

结构一刚体位移的方法计算
，
但必须注意的是只有相应于静力部分的 ��

����能够应用于刚体

位移法的计算中� �，�����是无奇异性的动力附加项
，
可用高斯积分法计算

。

从
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�述分析可见
，
处理动力伺题的奇异积分与处理静力间题的奇异积分方法完全相同

，

因此
，
可用静力问题的边界元程序来处理动力间题

，
这在程序设计上是很容易实现的

。

四 ����� “ �
变换域中的边界积分方程
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，
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，
可建立结构的动力学方程如下
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六 动力问题的边界元一有限元祸合

有了变换域中的边界元方程和有限元方程后
，
我们即可进行两者的祸合

。

考察如图所示的情况
，
�

，
为有限元求解

域
，
��
的边界为 �

�
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�

为边界元求解

域
，
��
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面
、
在本文中

，
我们采用将边界元方程化为等

效
’

勺有限元方程的方法来进行两者的藕合
。

为此将边界元方程����式重写如下
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‘ � �尹， �分别为边界元区域的节点位移和节点面力向量， �

，
� 为包含有基本解积分的

系数矩阵
。

为�将 ����式化成等效的有限元方程
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利用祸合面上位移和力的平衡条件
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即可将����式按标准的有限元集成规则迭加到����中
，
至此完成了两者的祸合

。

通过求解棍合方程
，
可得到拉氏变换域内的位移 �

，
经拉氏逆变换后

，
可得到时间域内

的真实位移
，
据此可按常规的方法求出有限元域内的应力� 或按����式求出边界元部分拉氏

变换域内的应力
。

再经反演后
，
求得真实应力

。

七 �������逆变换数值方法

必须指出
，
上面求得的所有未知量

，
都是在拉氏变换空间的

，
为要得到时间域中的真实

解
，
还需要对上述未知量进行拉氏逆变换

。
比较有效的拉氏逆变换数值方法要属 ������

法

〔 �、 ，
在这种方法中

，
先在变换域中对一系列的离散参数
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求解
，
得到某一 未知量的一系列对应的离散值

，
再用文献 〔 � 介绍的 ������“ 反演技术

，
即

可求得时间域中的真解
。

例如
，
待求的未知量是节点位移�� ��

，
则我们可将时何域分成�等分
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对于确定的时间��， 我们可以对一系列的
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，
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，
则

时间域中真实位移可按下式求得
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根据计算经验 〔 �〕 ，
当�� �在�������的范围内

，
�取值在 �《 日�《 ��的范围内，

将

有较好的精度
。

在实际计算中
，
我们并不需要对每一个确定的时间 ��， 都要求解 � � � 次藕合方程组

，

我们只需在程序中设置两个数组
，
将求解 � � � 次祸合方程组得到的结果存放在数组中

，
再

按 ����式计算
，

‘

即可得到各个不同时刻的位移��
，

�户
。

当我们需要计算许多不同时刻点的动

力响应值时
，
用这种方法将有较高的计算效率

。

在时间域藕合法中
，
时间是一步步向前推进

的
，
当计算的时刻点较多且时间域较长时

，
这种方法的计算效率无疑是较低的

。

以上介绍的是在�
������ 变换域中进行边界元与有限元祸合的方法是作为一种新观点提

出来的
，
作者在本文中详细讨论了这种方法在数值计算中的可行性

。

文章还就藕合中有关的

几个数值问题展开了讨论
，
并推导了全部显式计算公式

，
这些对工程技术人员在比较

、

选择

和应用更有效的数值方法求解实际间题以及编制计算程序时有一定的参考作用
。

关于该问题

的进一步研究作者正在进行中
。
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有限元与边界元祸合法的数值计算
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