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控 制 临 界 图

干 岩 知� �勺号 七目

�

�基 础 课 部�

摘 要

一个顶点集�称为图�的控制集
，
加果对每一个

�
在�

，
有一个 项点

� 〔 �，
使 �与

�
邻接

。

任何这样 的控制集的最小基数称 为�的控制数
，
记为丫���

。

对�中每一
、
对不连接 的项点 � ，

� ，
有丫�� � ����丫���� �

，
称�是�

一

���备界 图
。

本文研 究�一州备界 图的一些性 质
，
特 别 甘

�
一

���备界 图得到下列结果
�

��� 对直径为 �的 �
一

���备界图证明 了�
����

�猜想
，
即����等于�的独立控制数 �

��� 任何一个正则 �
一丫

�

临界 图
，
其直径必为�

。

引 言

本文所讨论的图均为简单图
。

文中没有定义的概念和符号见 〔 �〕 。

图�中有一条边连接顶点�， �，
则称顶点

� ，�是 邻 接 的
，
记 为�� 任�

，
否 则 记 为

。 �

石�
。

设�是一个图
，
�是顶点集����的一个非空子集

。

若对每一个
二 乙�

，
存 在

。 〔 �，
使

��

任�
，
则称�是�的一个控制集 ����������

� ���
。

任何这样的控制集的最小基 数 称 为

�的控制数 ���������� � �������
，
记为丫���

。

若丫���� �
，
对

‘

任何
� ， 、 任����

， 一

「�
�� 〔 �，

使

丫��� ���二 �一 �

则称�为�
一
��右界图

。

找们用����表示顶点
�
的邻域

。

本文于����年��月 � 日收到



对�
一钊右界图

，
我们有如下一些性质定理

� 卜

定理� 设�为一个�
一丫临界图

，
若

� ， �
是�中任何二个不相邻接的顶点

，
则����中必存

在一个集合�
，
�� 卜�一 �，

使��飞� �控制� 一 �
或者���

� �控制� 一 ��

证明 �为�一 丫临界图
。

在�中
， ��

石�
，
所以

���� � ��� �一

在� � �训扫至少存在一个基数为�一 �的顶点集�，控制� � � � 。 ‘

如果
�， ， ‘ �’ 或者� ， � ‘ �， ，

则�，不仗控制了�
� 。 �，

还控制了�
，
这 与 丫���� �矛

盾
。 �
攻

。 ， �

中有 日仅有一点属于�
‘ 。

不失一般性
，
设

� 〔 �‘ ，
令

�� �， 一 �
�
�

，

则 ���� �一 �
。

因为�
‘
控制� � ��，

即���
�
�控制� � �� 。

若存 在 �〔 �，
使

一

�� 〔 �，
则

���
、
�控制�

，
这与权��二 �矛盾

。

所以在� � ��的�中没有一点和
�邻接

，
故在�中

����门�� 中
�

且
�
与��士

�
�中的任何一点不相邻接

，
所 以

， ��弋
�
�控制� 一 ��

下一个定理说明从�
一
��右界图的任一顶点出发

，
一定可以找到一个包含它的顶 点 集�，

���二 �
，
使�控制�

。

定理� 若�为�
一
��晦界图

， �
是�中任一顶点

，
则����中必存在一个 集 合�

，
�� �

� �一 �
，
使� 日�

�
�控制�

。

证明 �
� 一

汀汉��二 �
， �

气

铸�
、

� �
，
对任

� 〔 ����， 有
己。 ���� �����卜 �，

这里�
�
���表示

�
在�中的度数

，
所以至少存在一点

� 〔 ����， 使�� 吞�
。

由定理 �
，
存在�泣����

，
���� �一 �

，
使���

��控制�一 �
或者���

��控制� 一 � 。

不管何种情况
，
���

� ， 二�控制�
。

取� � ���
��

。

即证
。 ’

度数为 �的点称为悬挂点
。 〔�〕 中证明了任何 �

一
丫临界图�中没有两个悬挂点有相同

的邻点
。

这个结论可以推广到一般的�
一丫临界图

。

定理� 任何‘ 个�一��右界图中没有两个悬挂点有相向的邻点
。

证明 设�为卜�临界图
，
�， �为�的悬挂点

， �是它
一

们的公共 邻 点
， 。 �百�

。

由定 理

�
，
存在�二����

，
���� �一 �

，
使�自�

��控制�一 �
。

显然
� 〔 �，

‘

那么���
�
�必控 制�

，

与丫���� �矛盾
。

对�
一丫临界图

，
悬挂点个数有多少呢�

定理� 当�》 �时
，
任何�

一
��右界图至多有�个悬挂点

。

证明 设�为一个�
一丫临界图

，
玉� �

，
�包含�� �个悬挂点

���� 二 �，�，… ， �� ��
。

从

定理 �知
，
没有二个悬挂点有相同的邻点

，
故设�中与悬挂点

�

湘邻接的顶点为�。����
，
�，

， 二 ， �、 ��， 且当�斗�时， �，钾 ��
。

凶为图的任伺一个控制案�必径制顶点
�…， 被息挂迈二，��的

两不瑞点至少有二个篓属于�
， ‘

则佑���
� �

。 」

这与�衍��
�� �矛盾

。 ’ 一

“



二

������在 〔 �〕 中提出如下猜想�

〔猜想〕 若�是临界的，
则丫���� ����

。

这里����表示�的独立控制数
，
它定义为�的控制集中的点均不相邻的最小基数

。

对直径为 �的�
一

��猫界图
，
我们证明猜想成立

。

在证明定理前
，
先介绍一个记号

。

对 �
一

��右界图�
，
如果� ，� ，�是�的顶点且

� ，�
控 制

�一 �，
则记为 〔� ，�〕 ，�

。

引理�设�是一个 �
一

��描界图
，
�是一个顶点个数为

�》 �的独立集
，
则�中的顶点能排

序为
� 、 ， ��， ，二 ，

��
，
使 得在�一 �中存在一条路� �， ��， ，二 ，

��
一 �，

且 〔 山， � � 〕 ‘ �� ， ‘

��� �
，�

，… ，� 一 ��
。

引理� �
一�临界图的直径至多为 �

。

这两个引理的证明详见 〔 �〕 。

引理� 设�是直径为 �的�
一
�临界图

，
设

� ， �是�的一条直径的两个端点
，
若记

� 二 �一 �������
，��弋

� ，��
，

则�是完全图
。

证明 从直径定义知

����自����二中
。

�今中
。

若不然
，
��

，
��控制�

，
与丫���二 �矛盾

。

若�不是完全图
，
则至少存在

� ，
�〔 �，

使
��乙�

。

因为�， �
与�中任何一点不邻接

，

��
，� ，
�

，、 �为�的一个独立集
，
记为�

。

由引理 �
，
可将�中的顶点编序为

�， �， �，
�

。

因为�� 〔 �，
存在� 任����

，
使 〔�， �〕 ，� 。

在�中
， �
控制��

��
，
故�至少要和����一

�����谧�
， ��中的 任 何 一点相邻 接

。

同 理
，
因 为二���

，
存在�〔 ����

，
使 〔� ，�〕，�。

�至少要和����一 ��
�����

，
��中的任何一点相邻接

。

因为����门��
��� 中

，
所以丈�

，
��控制�

，
与丫���� �矛盾

，
故证

。

定理�若�是直径为 �的�
一

��右界图
，
则����� �

。

证明 �是 �
一

��在界图
，
由控制数定义

，
����中不可能存在一个基数小于 �的独立 集

�来控制�
。
只要在�中能找到一个基数为 �的独立集�

，
且�控制�

，
则证明了定理

。

由引理 �
，
若� ，�是�中一条直径的两个端点

，
记

� �� � 一 �������
����

� ，��
，

则�是非空的完全图
。

故在人中任取一点�
，
则 《� ， � ，��是�的独立集

，
且控制�

。

引理�说明�
一
丫临界图的直径至多为 �

。

因为 �
一丫临界图不是完全图

，
它的直径 不 等

于 �
，
因此只能取值 �或 �

。

但究竟什么样的�
一
丫临界图有直径�或直径 �

，
是一个值得研

究的间题
。

对此
，
有下面二个定理

。



定理� 设�是 �
一�临界图

，
若�是�正则图

，
则�的直径为 �

，
即���二���� �

。

证明 设�������� �
，
则�中至少有一条长为 �的路

。

设端点为
� ，� 。

由引理 �知

� �� �一 �������
����

� ，�
�

是完全图
。

因为�� 弓�
，
由定理 �

，
不失一般性

，
存在

� 〔 ����， 使 〔� ，

幻 ，� 。
显 然� ， 〔 �，

故
� 霍����

。

若� 〔 ����， 因�与��
����中任何一点不相邻接

， �必控制������
。

但

������ ���
��一� �

，

� 主中
，
所以�������� �

，
与�为正则图矛盾

。

若 � ��
， �
仍控制���� ��

，
因为

������ �� ���
���

，

所以人为单点集���
。

显然�与���� 中任何一点不邻接
。

在����中任取一点�
， ��〔 �，

故

存在二 ，
使 〔� ，

� 〕 ，�或者 〔�，
�〕 ， � 。

当 〔� ，
� 〕 ‘ �，

如果� � �
或�任��

��
， �
不被

� ，
�控制

，

矛盾
。

如果� � �或� 〔 ����，

�
不被 � ，

�控制
，
同样矛盾

。

当 〔�，
�〕 ‘ �， ����

，
故� 〔 ����。

若� � �或� 〔 ����， �
不被�，

�控 制
，
矛 盾

。

若� � �， �必须控制��
����

��
。

因为

�。 ���� �� ���
����

��一 ����
，

�不和����中任何一点相邻接
。

由�的任意性
，
故不存在一条从

�到
�
的道路

，
与假设矛 盾

。

证毕
。

对有悬挂点的�
一��庙界图

，
有

定理了若�是含有悬挂点的�
一

��右界图
，
则�������二 �

。

证明 从定理 �知
， �至多包含 �个悬挂点

。

当�有�个或 �个悬挂点时
，
因为每个悬 挂

点的邻点不同
，
任二悬挂点的距离不等于 �

。

当�只含有 �个悬挂点时
，
设悬挂点 为 �，

它 的

邻点为 �，
若��

������ �
，
则对任

� 〔 ����一 ��， ��
， �� 〔 �，

那 么 丈
�
�控 制 � ，

与

��‘ �� �矛盾
。
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�� � ���� �， � 〔 �������� � �� � ���
���

「

�� �� �， 丫�� � ����丫��� � �
，
� �� �

一
丫

。 ������������
�

�� ���� �����， ���� ���������� ���
一
丫 �������������� ��� �����

�

��
�

�����������丁
， ��������� ������� �� �

一

丫 �������������� ��� ����从 � �

��� �� � �
一
丫 ����‘�������� �

，
��

一

���� ��� �砰���� ������，
��� ��� ���

�������� �
。

��� ��� ���� �之。 � �� � 、
一

��� ��只���� �
一
� ���金��������� �� �

。
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