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控 制 临界 图 的 顶 点 删 除

干 岩 知� ，】号 侣二

�础基课部�

摘 要

本文进一步讨论�一控制 临界 图中预点删除的一些性质
，
除 了给 出 ���一 �� 二

�一 �的充要条件以外
，
还得到下列主要结果

�

�� 任何连通�一控制临界 图�
， �是�中任一预点

，
则� 一 �至 多有 �一 �个 分

支�

�� 任何�一控制 临界 图�中至少存在一点
�，
使��� 一 �� 二 �一 �，

�� 若�为�一控制临界图且衬任何预点
�，
有���一 �� 二 �

，
则�的直径为��

本文讨论的图� � ��
，
��都是简单无向图

。

这儿没有定义的概念与符号见 〔�〕 。

顶点
�的开邻域定义为

������ �� 〔 ���� 〔 ��
它的闭邻域�〔� 〕 二 �，������

。

更一般地
，
把子集�二�的闭邻域定义为

�〔�〕 � � �〔�〕 。

� 〔 �

设�是�的一个子集
，
若�

一
�中每一个顶点至少和�中一个顶点相连接

，
则称�是�的一

个控制集��
��������� ����

。

任何这样控制集的最小基数称为�的控制数 �����������

。 ������
，
记为丫���

。

若丫���� �
，
对任何

�， � 〔 �，
且�� 〔 �，

使

丫�� � ���� �一 �
�

则称�为�一控制临界图
，
简称为�一控临图

。

一
、

�一控临图

一般地说
，
一个图的控制数�随着顶点的删除而变化

，
图的分支数。 亦如此

。

例 如 星 图

� � �
，，� ，

则����二 。 ���二 �
。

当
�
是星图的中心点时

，
��� 一 ，�� 。 �� 一 �� 二 � 。

但�一控

临图中顶点的删除
，
����� ����证出下列结果�

本文于����年�月��日收到



引理 � 若�是一个�
一

控临图�����
，
则对任何一个顶点� 〔 �，

有���一 �� 《 �。 ’

由�
一

控临图定义
，
显然有���一 ����一 �

。

首先证明任何连通�
一

控临图的顶点删除至多产生�一 �个分支
。
为此引进

引理 � �“ � 任何一个�
一

控临图中没有两个悬挂点有相同的邻点
。

引理 ��
“ 〕 设�为�

一

控临图
，
若

� ， �是�中任何二个不相邻接的顶点
，
则����中必 存

在一个集合�
，
���� �一 �

，
使�，���控制� 一 �或者�

����控制� 一 � 。

定理 � 设�为连通的�
一

控临图��》 ��， �
是�中任何一个顶点

，
则 。 ��一�� 《 �一 �。

证明 设 。 �� 一 ��� �
。

这�个分支记为�
���二 �

， �， … ，
��

，
�，
���� 小��斗��

。

由

引理�
，
� �
中至多只有一个分支是单点

。

不失一般性
，
设

��
，
��� ��� �

， �
， … ，

�一 ��
。

分别选取
��〔 �，��二 �

， �， … ，
�一 ��

，
使

� �，〔 �。

但在�中
， ����琶���寺��

。
显 然

，
笼�

�，

一

� �， … ， �卜
，
�是� 一 �

的一个独立集
。
因为� �� �乙�

，
由引理�

，
存 在 �二�

，
��卜 �一 �，

使�
� ，
���控制� 一 � � 。

记�二 ��
�， � ‘ ， … � 、�

。
因为�，� � 〔 ���” �，

�
，… ，

��
，
且���任�

，
‘

故�
洋

二��� �
，
�， … ，

��
。
显然

， � �， � � 一 ��
�
�
，
� �， … ，

� 、
必 须 被 ��

，
���控 制

，

书 � 〔 � ，，
但是�

�

门�，� 小��笋��
，
��

�

���
，
� � 一 ��

�

�祷小
，
共有�

� 一 ��
�

�
，
�

�… ， � 、
这

上一 �个非空独立分支
，
每个分支至少要有一点方能控制

，
但 国 � �一 �，

总有一个分支不能

被控制
，
矛盾

。

对�
一

控临图�的一个顶点�，
下面定理给出丫�� 一 �� 二 �一 �的充要条件

。

定理 � 设�是�
一

控临图�����
，
若� 〔 �，

���一�� � �一 �的充要条件是至少存 在一

个�里� 一 �〔� 〕，
���� �一 �

，
使笼

����控制�且

����二�〔�〕 。

证明 必要性
。

若对任何�二 � 一 �〔钓
，
���二 �尸 �

， �，�
一

��控制�
，
但

����一 �〔�〕 笋中。

已知���一 、 �� �一 �
，
设��

，， � �， … ， �卜 �
�控制�一 � 。

由上面假设
， �
冲至少 有 一

点
� 、 〔 ����， 则� 。、 任�

，
故��

�， � �， … ， 二 、 一 ，
�控制�

，
与丫���� �矛盾

‘

充分性显而易见
。

由定理 �立即可推得

定理�
’

设�是�
一

控临图�����
，
若

� 任�
，
�� �一�� 二 �的充要条件是对 任 何 �里� 一

� 〔�〕，
���二 �一 �

，
使�

�
���控制�

，
但

����一 �〔�〕祷小
。

在判定控临图某个顶点删去后的控制数时
，
使用定理�或定理�

’
必须对任何这样的 子 集

�进行检查
，
为简化起见

，
有下面充分条件

定理 � 设�为�
一

控临图���幻
， � 〔 �，

若存在一点
� 〔 ���� ，

使

�〔�〕二�〔�〕，

则���一 �� � ��

证明 因为�〔�〕二�〔幻
，
在�上与� 一 �〔� 〕中任何一点不连接，

由 定理�，知，
权� 一

，�� �
�

定理�的逆不一定成立
。
图又是个反例

。
�是�

一

控临 图
。 � 〔 �，

��，�二 ��
�， 。 ，， � �

儿
�

虽然对任何
��， �〔�，

卜 �〔�〕子小，
但丫��一 ��二 �

。



定理 � 任何�
一

控临图���》 �� ，
至 少 存 在

一点
�任�

，
使��� 一 �� 二 �一 ��

证明 若对任何
� 〔 �，

���一 �� � �
。

由定理

�沪知
，
对任何�二� 一 �〔�〕 ，

���� �一 �
，
使 王��

��控制�
，
但��

��一 �〔�〕 铸 小
。

设�是 � 一 �〔� 〕

中任何一个顶点
，
则�� 乙�

。

不失一般性
，
由引 理

�，

存在�
‘
二�

，
��

，
�� �一 �

，
使�����

，
控制� �

� 。

取

�二 �����
‘ ，

���� �一 �
，
则��

��一 �〔�〕 � 小，
矛盾

。

定理�说明不存在这样的�
一

控临图 �
，

使 对 任

何顶点
�，
有���一 �� � �

。

事实上存在使 每 个 顶 图�
， �

点
�，
满足 ���一 ��� 二 �一 �的�

一

控临图
。

下面这个定理证明这个的控临图没有悬挂点
。

定理 � 设�是�
一

控临图
，
若对任何

� 〔 �， 丫��一 �� � �一 �
，
则 乙���》 ��

证明 若拭��
� �

，
设�有悬挂点�，

��� 〔 �，
故�〔的二�〔�〕 ，

由定理 �，
��� 一 �� �

上
，
与已知矛盾

。

二
、

�一 控临图和�一 控临图
�

先讨论�
一

控临图
。

定理 � 设�是�
一

控临图
，

对任何� 任�
， 丫��一钓 � �的充要条件是�的补图

�

趁� ����

证明 �
一

控临图的补图�� ’

� �， ��。
�曰�

一一一任
�
二

�

若
����

，
则在 〔 中与�

相连接的顶点数大于�
，
设为

� ，， � �， … ， 、 。，
删去其 中 一 点

�通， 因

���一 �口笋 �
，
与已知矛盾

，
故 � 。 二 �

。

充分性显然
。

对�
一

控临图
，
有

定理 了 设�是�
一

控临图
，
对任何

� 〔 �，
��� 一 �� � �，

则�的直径����� � �
。

证明 �
一

控临图的直径至多为��
��， 故设

�����二 �
。

由〔�〕中引理�知，
若�， �为�中某直径的两端点

，
则

�

� 二 � 一 �〔�〕 ��〔�〕

为非空完全图
。

对任何
� 〔 �，

��
， �，

��为�的一个独立控制集
。

由〔幻中引理�，
存在�〔 � ，

使

��
， ��

控制� 一 �。

因 。 �在�
，
故�〔 ����且�必须控制������� 一 ����

。

�

��
�



考察�一 �， 由己知
， 丫��一 ���� �

。

设 �， �〔 ��� 一 ��
，
使��

， ��控制 �一 �
。

不失 一

般性
，
可分下列三种情况进行讨论

。

情况�
� � �� � 。

当�〔 ����或�时，
��

， ��不能控制
�� 当�二 � ，

��
，
��不能控 制

�� 所

以�〔 ����。 因为��〔 �，
�二

， 了�控制�
，
矛盾

。

情况�
� � 二 � 。

��
， ��控制� 一 �， 但��〔 �，

故�
�， ��控制�

，
亦矛盾

。

情况�
� � 〔 ����。 当�〔 �，

��
， �于不能控制

�，
故�〔 ����。

但因��
， ��控制� 一 ��

又��〔 �，
所以伙

， ��控制�
，
矛盾

。

定理得证
。

定理�的逆不一定成立
。

有反例如图�
。
�为�

一

控临图
，
����� � �，

但存在 顶 点 � ，
使

丫�� 一 ��� �
。

下一个定理将证明连通�
一

控临图中割点的删去并不降低其控制数
。
为此先证

定理 � 任何直径为�的�
一

控临图是�
一

连通的
。

证明 若不然
， �必有一割点

，
设为

�，
使

�一 �

��且�
，
自�

� 二 饥

� � �� �
�，

��笋小��二 �
，

控制�
，
矛盾

定理 �

因����� 二 �， � ，，
�

�

中任何点必须与
�
相连接

，
所以���

则丫��一 ��

证明

设�为连通�
一

控临图
，
若

二
为 割点

，

�
�

由定理�
，
�� ��� � �

。

设� 一 � 二 � ， �

� � ，
�，铸 小��� �

，
��且�

�

自�
� 二 小

。

设� 〔 ��� ，
�

，

若 � � 乙����
，
则对�

�

中任何顶点�
，
有

�� 〔 ����。

若丫��一 。 �� �
，
则 存 在

� �， � �，
分 别 属 于

���
，
�

，
���

�
�

，
使�

���控制�
。。
这样�

� ，， ��控

制�
，
矛盾

。

定理�控逆也不一定成立
。
反例如图�所 示

。
�

为�
一

控临图
。

图中标出
�的记号的顶点

，
均有丫�� 一

，�二 �
，
但

�
不是割点

。

图�’ � � 愧
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