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齿 轮 副 动 态 模 拟 与 分 析

王 中 庆

�机械工程系�

摘 要

目前国内外在齿伦振动机理及动 力学分析问题上开展 了比较深入的研 究
，
这些

研究主要局限理论分析较多
，
这些模型计算复杂

，
用于工程设计仍有一定困难

。

本

文提 出的平行轴齿伦传动 系统动态拒阵模型�摊����� ����式
，
解决 了抽间藕合问题

及伦 系内部特性问题
，
比较方便地求 出系统的固有须率

，
模态比及动载系数

，
衬工

程设计有较好的实用价值
，
并通过闭式直齿园柱肯抢传动的实际事例计算与现行 图

表提供的数据比较
，
说明本文提 出的计算方法是可行的

。
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一对齿轮传动
，
由于有齿距误差和轮齿的突然发生的变形

，
轮齿上的载荷木来就是动载

荷
。

它们应该根据啮合速度
，
轮齿误差以及轮齿

，

齿轮和联接零件的柔度和质量来进行计算
，

这个问题 目前尚未完全得到解决���。 故齿轮传动的动态特性仍是国内外机械传动研究领域
�
一

卜

十分关注的问题
。

本人在����年全国第四届机械传功学会年会上发表了有关平行轴齿轮副动

态特性的向题
、 ��， 现又根据近年来国内外研究的成果基础上对此问题作进一步的简述

。

一
、

平行轴击轮副传动动态模型的建立

一对齿轮的传动过程的振动特点属于两个
“
质量一一阻尼一一弹簧

”

质����。 �， 因此一对齿轮副的振动方程为两个自由度的祸合振动模型
。

利用等效质量原理 〔��一�一��〕 传动系统可等效为在啮合线方向上
弹性振动系统 ���

。
见图 �

。

系统的机械裸合性

〔� �一 � 一 � �〕 的
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—角位移

—质量惯性矩
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—支承轴扭转刚度

丫、 �， 丫。 � —齿轮基园半径
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—齿轮等效质量

�
，
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—啮合阻尼与啮合刚度

�
、

振动模型

为了简化问题
，
我们在以下条件下建立动态模型

�

��假设齿轮副的负载扭矩固定不变�

��假设齿轮传动轴系刚度 �支承轴扭转刚度�不变� 同时也不考虑材料阻尼的影响�

��假设齿面接触摩擦仅起粘性阻尼作用
。

因此一对齿轮副在啮合线方向上的振动数学模拟为
�

、、了、声，工
�了

、了、〔� 〕 笼

式中
， 〔� 〕

� 〔�州 主卜 〔��，�〕 ��卜 ���‘��

质量矩阵

� ， 即
。
�

�
�
� 么

阻尼矩阵

�
�

�
���

一�钊
�

一
�
‘

�

硒�伪

�� � �
�

〔����〕 —刚度矩阵
，
包括支承刚度和齿轮啮合刚度

，
是时间的周期函数

。
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�载荷向量
，
包括外载荷和误差引起的广义力

。
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�—外载荷向叭
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—藕合质量�又称诱导质量
，
虚构质量�

�
�

—祸合刚度�又称啮合刚度
，
诱导刚度�

诬��—误差廊形坐标 �位移�变化量向量
。
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固有频率

固有频率估计
，
传统采用名义固有频率

�

��主动轮系名义固有频率 。 。 ，

。 � ， 二

了互‘
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��从动轮系名义固有频率 。 � �
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—支承轴等效直线刚度

��啮合系统固有频率 。 。 ���
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一一啮合刚度
，
采用平均值

。
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木文通过动态模拟实例说明�见四部分�
，
名义固有频率不能反映齿轮副振型特性

，
传统

中将齿轮副动模拟为单 自由度计算存在很大局限性的
。

二
、

等效质量及平均等效刚度定义与确定

方程 ���表达了齿轮传动系统运动方程式
，
但不能直观反映齿面的动态位移 变 化 情

况
，
而且直接求解相当困难

。

为此
，
我们引入四个关系式
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，
取����变动范围内的平均值

。
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〔△�〕 —���的波动量
，
为时间的周期函数

��
。
卜—静载变形量

协
��—齿面振动波动量

笼△��—齿形误差

�△��一一齿面啮合动态脱啮高度，
即接触齿面分离距离

。
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，
并且考虑到
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为了分析齿轮副振型
，

笼△���
� �
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我们取施力函数����为 � �即无载荷作用时�
，
设

�

� �
。
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。
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从而获得齿面谐振方程
，
由此可以分析无阻尼 自由振动时齿轮副的振型

。
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式 ���� 充分地反映了齿轮副的传动动力学关系
，
反映了等效质量�

�

和平均等 效 刚 度

�的动力学概念
。

�
、 ��。定义

�

��从等效原理分析
，
是轴系转动惯量向啮合点等效的结果

，
称为等效质量

。

��从啮合冲击来说
，
反映了啮合冲击的能量效应

，
可以理解为是一个虚 构 质 量 ��、

域称诱导质量 �” �， 其运动类似质心运动
。

��从振动祸合来说
，
反映了齿轮传动动力祸合效应

，
故称为祸合质量 ��、

�
、
�定义

�

��齿面振动特性
，
取决于平均等效刚度�

，
而不决定于其非线性瞬态 刚 度����

，
等

效刚度的本身就存在将非线性系统向线性化处理的基本概念
。

由于在齿面微小振动范围内平

均等效刚度可认为是一个常数
，
故我们可以认为

�
齿面的振动位移可用匀加速运动来处理

，

这是一个重要发现 ‘艺枯

��平均等效刚度反映了啮合刚度和支承轴等效直线刚度的综合效应
。

因此
，
齿面的级

动特性受啮合刚度和支承轴直线刚度的影响
。
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因�
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为沃
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找 。
绘合等效刚度

，
�为齿输轴支承刚度�

。

与平均啮合刚度之比
。
由此可知

，

在进

行齿输传功结构设计时
，
我们可以通过调节支承轴扭转刚度来改变系统的固有频率

，
避免与

激振频率相同从而减少振动
。

三
、

齿轮振动非线性处理及附加动载荷计算

将齿轮 派功简化为线性振动方程是解决���题的关键
。

从刚度计算
，
采用平均等效刚度 �

从力分析
，
采用平均作用力 � 从附加载菏估计

，
采用静差分析

。
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了协性力及弹性力的功
�

我们忽略阻尼的影响
，
作为 《 质 鼠—禅簧 》 系统

，
动载荷的能量主要 由弹簧来吸收

。

引起弹簧压缩量决定
一

于弹簧顶点�与端点�的位置向量灼合成
。

吞�象秘倒段
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图 � 啮合系统等效模型

根据虎克定律
，
作用在物体上的弹性力�

，
的大小应与弹簧的变形量各成正比

。
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若齿面在��范围内变化时
，
那么弹簧的平均弹簧力为
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式中
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—弹簧受予压时压缩量� 。 � ��

� ，

— 弹簧瞬态受压时的压缩量

若
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—�点位置移动量
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作者在文献 ‘�� 中
，
明确指出啮合系统的能量守恒关系

，

机械能量的增量与消散能量的总和�“ ��

����

一

����

即输入系统的能量应等于系统

那么弹簧的应变能量值为
�
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� 。 �二 ’ 一 告��
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附加动载荷计算
�

自动控制原理 �‘ “ �指出
� “

扰动或给定值变化会引起动态偏差
，
经过过渡过程到达稳 定

后
，
此偏差也可能继续存在

，
造成静态偏

一 、 ‘ 一

叩静差 ” 。

实经也证明了
�

齿轮传动过程刚度

变化
，
齿隙变化

，
载荷变化等是造成静差的原因

，
即附加动载荷

，
这是一个动态问题

。

理论力学 �。 �也精辟指出
��’�… ，’ 我们可以给动力学方程以静力学方程的形式并利用由此而

产生的一切形式上的方便
” 。

国际著名齿轮专家�
·

�
·

���� �。 ，
从两个方面

�
能量守恒分析 ���与量纲分析 �” 》求出附加

动载荷公式
，
并且举出计算例题

。
�见��������式�

�。 � �△�
办 一击
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上述结果与作者 �“ �文的结果十分一致
�
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充分证明了 ���文利用静力学方程的一切形式
一

�的方便
，

来估计动力学的问题是正确

的
。

在工程中忽略了次要因素的影响
，
去求得具有一定安全因素的估计值也是科学的

。

������的计算例题也说明了����
、
����式不仅可算而且易算

。 、 ’

四
、

齿轮副动态模拟分析

方程 ��劝 式
，
从本质上反映了齿轮副传动动态特性

。

这个方程说明
�

��� 导致齿轮剧烈振动的内在因素是齿轮啮合刚度
、

支承扭转刚度和等效转动惯量
，

反映了动态藕合特性
，
属参数激励

。

这种情况只有误差效应较小时才突出
。

� � 齿轮副振动过程取决于齿轮副单齿运动误差对时间的二阶导数 参
，
若改善 。 ·

�静态值
，
包括形状�有助于改善传动质量

。

��� 啮合刚度变化�
�

���和相对运动误差及变化
。 ，

苔
，
是产生调制的根 源

，
为 传

动误差效应
。 、 ·

�
、 、 、

典型齿形模型
�

二

压力角误差效应己被人们所认识
，
文献 �“ �指出

�
压力角误差应作为传动系统的振动源

。

正
、

负庄为角误差效应对传动质量影响的区别在于
，
后者形成的����或称振动源�的响应频

率更高
，
频带更宽

· ……因此，

触负压力角误差效应的传动副�、多娜率告讲可以减少整个

� ，
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系统出现
“
共振 ” 的可能性

。

所以文 〔 �〕 中，
用

“
楔块， 来模拟负压力角误差效应是被本

人及他人的实验所证实
。

我们可以用计算机对中鼓形和负压力角齿形进行动态特性模拟计算
�

对中鼓齿形
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为了研究的方便
，
暂不考虑 �项

， ‘

����式变为�通式�
�
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�息。
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式中
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—齿轮系统固有频率 �。 。 �， ‘ 。 �
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。

七一
·

齿面等效阻尼系数 �阻尼比�
。

�—取齿形误差幅值
。

由 ����式
，
我们可以绘出中鼓

，
负压力角齿形的模拟动态曲线图

。

由此可知
�
采用樱

形负压力角误差来模拟误差效应是从最坏误差效应条件来考虑问题的
。

�见表 ��
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工况对齿轮副动态影响
�

工况对齿轮副动态影响
，
实质上是弹

性支承与振动系统之间的关系
。
可以用单
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�
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自由度受迫振动系统来模拟
�

工作机翰出
，
原动机输入的振动可用

�����表示
，
主动轮系���或 从 动 轮 系

���的振动用△����表示，
那么振动方

程为
�
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式中 �二 � 为主动抽系绒 �愉入系统�

��名 为从教钠系统 ‘撼斑系统�

其海举振与位移像振传递案 暇限振寿

软万为
�

图� 隔振效应
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，
支承才有可能起隔振作用
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����仅考虑啮合系统的自励振动效应 �即误差效应� ， 式 ����仅考虑动载静差效

����仅考虑工况激励效应
。

若从整个系统考虑三大效应影响
，
齿轮传动受迫振动矩

式式

阵方程式为
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右边反映了三类不同性质的激振力的增量对齿面振动的影响
，
以及误差效应将引起调制

及动力祝合特性
。

左边反映了齿轮副动态主振型振动特性
，
及静力祸合特性

。

对于齿轮传动若不考虑阻尼的非线性
，
用其等效阻尼来代用时

，
����式是一个常系数

非齐次线性方程
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，
则具有迭加性
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用计算机我们很容易求出齿轮传动各种动态性能参数
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我们编制了 《 齿轮动态模拟软件
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详见实例
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经����模拟分析
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下齿轮传动计算参考
，
为降低齿轮动载荷优化设计提供了新途径
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