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关于线性陀螺保守系统的不稳定性

圣 小 珍

�趁筑工程系�

摘 要

本文研 究线性 陀螺保宁系统 � � � � 牛 �� 二 �的不稳定性
，
得 出�

在�负定且

�为偶数阶的情形 下
，
如果存在 负实数 ￡ ，

使 � 一 � 。 ， �

� ， � ���
� �。 ，

一�一 勺
一
十 七 ‘

一万
一
灯从

一

订 欠

定
，
则系统是不稳 定的

。
文中说明 了

，
该准则包含��

妙�
���的不稳性判别准则

。

引 言

陀螺保守系统

工 � � � � �� � � ���

�� ���
，
�为正整数

，
�

� 二 一 �， �
� � �为� � �阶方阵�是一类重要的力学系统

，
许 多

实际问题
，
如旋转轴的振动及流体输运管道的振动 �‘ ，， 均可归为这类系统

。

因此
，
研究其稳

定性或不稳定性具有重要意义
。

我们在 〔 �〕中研究了 ���的稳定性
，
建立了一个有效的判

别准则
。

本文讨论它的不稳定性
。

我们利用李亚普若夫不稳定性定理得到了一个准则
，
并且

证明了
，
由这个准则所决定的不稳定参数区一定不小于 �一般是大于� 由�

����
�
��

“ � 准则

所决定的不稳定参数区
。

一
、

引理

引理 �
，
设�

，� 二 �
�，
�

。 � � �
� ，
��

均为� � �阶实方阵
，
则矩阵

、 ��‘母百������
��

�
�

本文于����年 �月 � 日收至
，
�



为负定的充要条件是�
� 二 � ，

和�
� � � 。 一 ����，一 ’�

�

均为负定
。

其证明见 〔 �〕 。

引理 � ‘峨��李亚普若夫不稳定性定理�
，
如果能找到函数���

， � �
，
使得由方程���

所构成的全导数�是定号的
，

而�本身不是与�的正负号相反的常号函数
，
则���是不稳定的

。

二
、

判别准则

定理
�

如果存在实数 � ，
使得矩阵

�
�� �

“ � 。 �� � �即�
，
正定� ���

�
� � � 一

立
�

� � ·‘一是
一��

一 ‘
�� �

���

则陀螺保守系统 ���是不稳定的
，
其中�为� 火 �阶单位矩阵

。

证明
�

取

因此
，

� 二 ���� 十 ���

�是一个变号函数
，
�关于

� � ���� � 。 ��

���的全导数为

� � � �
�� � ����

� � �
�� � 。 ��� � � ��� � ����一 � � 一 �� �

� 一 � 飞
’

��
“ 十 � ��� 一 � �

��� � ���

�� 一 ��
“ 刁

一 。 ��

一 仓
一

���� ���
�

� � � �
�� � ��� �

了且、�、、�
声

�

� ��
� �

一 告���十 ���

� 十 �� �
因此

，
如果

一 �
， 二 一 ��

“ 十 ���� �

�
� 二 � � � ��� � ���

及

�
� 二 � � ��� 命���� ���

�
��

“ � ���
一 ’
���� ������

� � � ��一 寺��� � ����� � ���
一 ‘ �

一 ‘
��� � ���

� � � ��一 寺��� � ��
一 ‘
��

一 � 一 去�
� � 。 �一 尽��

一 ，�� �

�
�� �

则由引理 �知 �负定
。

由于�变号
，
故由引理 �知

，
���是不稳定的

。

证毕
。

现在我们对定理进行讨论
。

�
、

在 ��� ���中令 � � �
，
这时�

， � �
�

为正定 �只要�非奇异�
，
�

� 二 � 一 去�
， ，

即只要� 一 去
一

�
“
� �

，
系统 ���便是不稳定的

，
这正是�

������
�
导出的判别准则

。

�
、

设�������。 的条件满足
，
即设

� 一 去�
�

� � ���

又取 �� �
，
由 ���知�负定

，
从而�

，
一定正定

，
即 ���一定成立

。
���等 价 于 �设



�非奇异�

由此不难推出

���

上式两边同乘

��
一 ‘
�����

一 ‘
�� 寺�� �

�注意�为负定�

一 ��
一 ’� � ��� �

� �� ��有

一 ￡��
一 ‘
� � ��工� �

��一 ￡��
一 ’ �� �

过
���

由 ��� ���知�
�

� �
，
即式 ���成立

，
这就是说

，
当取 �� �时

，
由条手�������

决定的不稳定参效仄一定不小于由���决定的不稳定参数区
。

对� 奇异的情形
，
这个结论依

然成立
。

�
、

定理只适应于�� �的情形
，
这是该定理的不足

。

事实上
，
当�� �时

，
系统 ���

一定稳定 �日 �。 当�变
一

号或常号 �即�有零特征根�时
，
如果�

， � �
“ 十 ��� �

，
则�

�

一 定

不会负定
。

否则由式 �， �有

�
� 二 � 十 ��

一

卜
一

几吃�� � ￡ ����� “ � ￡ ��
一 ’
��� � ���� �

由于去��� � � ��
’

��� “ ·

� ￡ � �一 ’
���

一

卜 � ��夕 �
，
故� � ��� �

，
又由于� 变

一

号或常号

故�
， � �

’ � �� � ��� 十 �工�不可能是正定的
。

矛后
。

由于�� �且�是奇数阶时
，
系统 ��� 一 定不稳定���， 我们用该定理判别当�� �

�

且

�为偶数阶时系统 ���的不稳定性
。

�
、

设�� �
，
则当 �》 十又二

、

�二 �
’
�时

，
由������确定的不稳定区不及由 ��罗�。

��

准则确足旧不稳定性区大
。

此处 久。 �

�一 �
�
�表示 一 �

�

的最大特征值
。

事实
�

�
一

几由 ��� 有

� 十 曰� �
，
因此�一擎�

“ 《 � � 十入
二 �

�一 �
“
��� � 引� �

。

�
、

算例及以 仁讨论使我们确信
， �� �得不稳定区不 及 �� �得的不稳定区大

，
而当

�� �
， �� ��时

，
���自然成立

，
故只要考虑式���

。

综
�

�所述
，
我们得到关于系统 ���的不稳定性判别准则

�

设�� � 目系统 ���是偶数阶的 �即系统的���的 自由度是偶数�
，

如
�
于屏厂右负实数

� ，
仁〔矩阵

�
， 二 � 一 � � “ � ��一 � ��

一 ，
�� �

，

� �

则陀螺保守系统 ���是不稳定的
。

注
�

当�� �
，
� 一 几

毛
一

�
“
� �时

，
仿照从 ���到 ��� 的推理过程可知

一 弓
厂
��

一 �
� 十 �� �

因此
，
这时要使式 ���成立

， �必须取为大于零
，
但许多例子表明

，
当� �� 川

�

�为偶数

阶时
， � 一 含�

“
� �意味着系统 ��� 德定

。

当�
“
的特征值令相等时

，
这个清想在文 〔 �〕

中得到了证明
。

对于其它情沉
，
这个猜想是否正确还不得而知

。

·
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�



三
、

应用举例

令
、

�

�����
��

��
�

厂�
�

� � �
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�
�� ��少

，

�

一 �

则

�
�� � ��

，
�

�
， � �

� � �� �

� �� 。 � 。 ��

了
，� � ， � � �

�� 。 �
� � 入 ， 个 � 一 七 个 一言一

一 � �

� � �
，
户 � � � � 七 户 � � �户 � �

一

盆
，

�

只 � 一 �、 一 ��
一

个 七 � 一 几
一

�
�、 � 一 �

‘
� 获 �

� � � �
� � �� 。 十 饭产

�

�
� 几 �

因此
，
只要

‘ �� “ � 。 �，
� �

��� � 。 ��� �

�
，� �� � �

耸
� �

鲁
� 。

���

�� � �� � �

��代��七

成立
，
系统 ���便是不稳定的

，
研究�� �即�

�、
�
�

� �的情况
，
由 ���我们可画出以

上
�、

�
�

为参数的不稳定参数区
。

取 � � 一 �
，

依准则
，
这时只须考虑���的后二式

。

从图看出
，

由 ��� 决定的不稳定参数区不但包含由�
������

�
准则所决定的不稳定参数区 ��

，
� 一 �

，
��

� 一 ��
，
而且与实际的不稳定区十分接近

。

但取 �� �时
，
由 ���决定的不稳定参数区甚

至还没有由�
������ �准则决定的不稳定区大

。

一 �� 一 � 一 � 一 �

��
���一
一一，

了少户
、

�任�一一

注 ����为实际不稳定边界，

�，��，
为由���次定的

不稳定边界
， � � 一 升

边界左下方为不稳定

参数区

一 “
户

� ��



四
、

结 语

本文针对�� �这一特殊情况给出了关于陀螺保守系统不稳定的一个判别准则
，
该准则

不但包含�������
�准则

，
而月

�

如算例表明的那样
，
当适当取定 �后

，
可由该准则得到与 实

际不稳定区十分接近的不稳定参数区
。

经验表明
，
为得到尽可能大的不稳定参数区

， 。 应在
一 寺入

。 ��

到 一 含入
二 ，。
之间取值

，
此处入

二 二，
入
二��

分别为 一 �
“
的最大和最小特征值

。

至于当� 变

号且�具有偶数个负特征根时
，
如何建立 ���的不稳定判别准则

，
有待于进一步的研 究

。
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