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关于图的控制数的几点注记

二� 岑 知� 李丁屯 口盆

�基础课部�

摘 要

一个图� � ��
，
�� 的拉制数� ���是�的这样一个子集�的最小 基数

，
使

得�中每一个 项点或者在�中或者和�中的一些 项点邻接
。

本文给 出� ���的上界

〔 ’
岁〕的二个新二 短 、 呱 得、 一。 。临界�的。 。数的下界 ，

并讨论 了图

与补 图间控制数的关 系
。

木文涉及的图� � ��
，
��是有限简单无向图

。

设
� 〔 � ，

它的邻域定义为
，

����� �� 〔 � � 往� 〔 ���

它的闭邻域定义为
，

�〔� 〕 � ��������
。

设�是�的一个子集
，
如果�一 �中的每一个顶点至少有一个�中的邻点

，
则称�为 �的

一个控制集
。

任何一个�的控制集的最小基数称为�的控制数 ���������
� � � 。 。 ����

记为丫���
。

对�中任何二个不相邻接的顶点
� ， � ，

若

丫�� � � ���丫���� �
�，

则称�为�一控制临界图
，
简称为�一控临图

。

用么���
、
己���分别表示�中顶点的最大和最小度数

，
用�� ��

、

队��分别表示�的 复

盖数和独立数
。

这里没有定义的术语和符号
，
见〔�〕 。

一
、 丫

�� �的上界

张忠辅���已得到下列二个关于图的控制数的上界的定理
。

�塑廷�
��� ��

， 丫 ��� 《 日 ��� 。

本文于����午�月��日收到



其中吕 ���为�的独立数
。

定理 ��“ �对连通图�
，

丫‘�，
�粤〕

其中�� �表示�的顶点个数
， 〔� 〕表示�的最大整数部分

。

〔 �〕中定理 �采用对顶 傲数的数学归纳法来证明
，
这里我们给出二个更 为直接而简短的

证明
。

为此先证

引理 � ��
， ����《 ����

。

其中�� ��为�的夏 公数
。

证明 �的复盖是指�的一个子集�
，
使�的每条边至少有一个端点在�中

。

而�的最 水

复盖的顶点个数为�的复盖数
。

由复盖定义
，
知任何一个复盖均为�的一个控制集

，
由控 树

数定义
， �

立补
。

定理 �的证明 � ��
，
由引理 �

城 ��镇�� 石� ���

由定理 �
，

飞���《 日��� ���

故���� ���
，
得

������
����� 日���

再由〔 �〕第七章推论�
�

�
，
��

，

����� 日���二 ���
，

所以
，

�丫���镇 ���
，

�’� ，�‘ �
抓

�

爹
’〕

定理 �的证明 � 用反证法
。

假设连通图�
，
有

呱
��〔 ‘
爹

一

勺
� �

� 、 ‘

�
� �

“
， �

卜
、 ， �

� …
�

厂 ���、 二
，」 �

…
�

则场中必小存在一个华粼小寸或等
�

寸�
」 。 二 �的程制巢

。

权 ‘ 沪尸

设�是�的任意一个最小控制集
，
由假设

����〔琪爹工〕
对任何 �〔 �，

有

����一 �〔�〕寺 小 。

这里�〔�〕定义为
�〔� 〕

若不然
，
就与�的最小性矛盾

。
即�

� 任�
，
至少存在一点

� 〔 �一 �
，
使

，
��

�



�� 〔 �。

故�一 �亦是�的一个控制集
，
但因为

必有

，�’�〔粤〕
，

，�一 “ ’� ’�，一 〔粤〕
，

不论 ���为偶数还是奇数
，
均成立

。 ， ，厂 ���、
�� 一 “ ，气眨二牙

二

�
’

与假设矛盾
，
故证

。

、 �， 二 ， 。 、 、 ���� 一
， 。 � �

一�
‘ ��一

， 。
习 。 �七，户

�

沃止浏
， 刊 得比正理 名史灯阴工并

。

乙

定理 � ��
，
有

丫���《 ���一 △���。

证明 设� 任�且�
����� △���。 则

� 一 ����

一定是�的一个控制集
，
由控制数定义即得

。

关于控制数����的下界
，

引理 ��“ ���
，

、

控临图
丫
�� �的下界

〔�〕中已得到下列两个定理
。

、 �尸
︸‘、矛一�

���
� � ， 。 、 、 厂 ���
�‘
川护眨石厄又面

引理 ���� 若�
� 〔 �，

有丫 �� 一�� 《 丫 ���
，
则

勺 �
����� ，

言��干��
��

从这个定理可推出

定理 � 若�为�一控临图
，
则

勺 �
�

�二 ����》 ，
言�

�千����

证明 由〔�〕 ，
若�为�一控临图

，
则对仁何� 〔 �，

有

��� 一 ��《 ����二 �。

再由引理 �即证
。

利用切比谢夫不等式

�
君 �
曰

乙 �石一 二�一�一

�� � � 一 �� �叠 ���

�� �

“ � �，，
�



其中
�，
不小于 �

，
可得

推论 � 若�为�一控临图
，
则

火������下
证明 只要取

、 ，二 ��、一�即证
。

��
�

� ����

三
、

图与补图间控制数的关系

把�的补图记为 �
。 〔�〕中张忠辅得到

引理 ��“ ， ��
，
有

丫���� 丫���《 ���� �
。

当�为全连通图
，
即�

，
�

。

均为连通图时
，
有更强一点的结论

。

定理�� 若�全连通
，
则

丫��奋�� ����《 ���。

证明 �全连通
，
按定义

，
�和 �均为连通图

，
由定理 �

，

二
， 、 ， 厂 �� �、

丫‘衍 ’ 、 贬
“

丁 夕
。

又因为����� ��� �
，

、 �夕�一��
一

产��
戒

、�产一��了、

丫

两式相加
，
得

丫���十 丫�面、
·

〔
一

�
剖〕、 �，

对任何图�
，
补图的控制数袱 ��亦有上界

。

定理 �� ��
，
有

丫���《 �� 己���
。

证明 设 ， 〔 �，
����� 二 乙���

，
则�〔�〕必是 �的一个控制集

，
由控制数定义立证

。

推论�� ��
，
有

丫���� 丫�� �《 ���一 △ � � � �
。

其中△���， 各���分别为�中顶点的最大和最小度数
。

证明 由定理 �及��
，
立证

。

当△����各���， 即�为非正则图时 ，
推论��的结论比引理 �更强

。

推论�� 对任何非平凡树�
，
有

丫���� �
。

·
��叫



证明 因为任何非平凡树至少有 �个度数为 �的顶点
，
故

各���� �
。

由定理�
，
知

����簇�� 己���� �
。

又因�为非平凡树
，
必连通且

������� �
，

则 户

丫�丁�年 �
。

故

丫���� �
。

〔 �〕中证明 �一控临图直径至多为 �
。

对直径为 �的 �一控临图的补图的控制数
，

有

定理�� 若�为直径为 �的 �一控临图
，
则

丫���二 �
。

证明 因直径

����� � �

故 ����今 小
。

所以 �不是完全图
，
故

����� �
。

若设
� ， � 〔 ����， ����

， ��� �
。

由以 〕 ，
知

����一 �〔�〕��〔�〕

为完全图
，
则��

，�
圣控制 �

，
所以

丫���《 �
，

则

����� �
。
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