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一类非齐次退化方程的初值间题

唐 璐 茜

�基础课音动

摘 要

本文讨论非 齐次退化方程

�
�分泣二 � 、 二

一 � �七� �。 � �� �一 �� �� ���
，��

���
，
��� 中�

��

��是正整数
， �是实数�

的初值 问题
，
并给 出解析解的 明确表达式

引 言

关 于齐次的退化方程

�
，�三 ��二 一 � ��“ 。。 � ���

一 ’ �，� � ���

��是正整数
， �是实数�

人们已经发现了一些新的现象
，
例如在�

一
中讨论方程 ���的 ������问题有所谓 离 散 现

象�‘ �‘��� 在解析函数类中讨论方程 ���的初值问题
，
当�寺 。 ，

�二 �时
，
只要给 一个初值

条件
�
��

，
�� �

中���就唯一确定了方程 ���的解析解 �“ �‘��， 但当�专 。 ，
���时

，
要使只给一

个初值条件的问题存在唯一的解析解
，
则初值中���的展开式必须是一个具有一定规律的缺项

幂级数���。 退化方程的这种特性及其产生的原因均引起人们的兴趣 �����

��

对于非齐次退化方程的初值问题

‘���，
�
�

��。 � ���
，
�� ��是正整数

， �是实数�

���
，
��� 中���

���

���

其中��
� ，
��

，
中���是在原点附近解析的已知函数

。
问题��

���在 �� �
， �今 。 时在原点附近存

在唯一的解析解已被证明
。

本文主要讨论当���时的情形
。

本文于����年��月 � 日收到



我们发现问题��
�“�在���的情形和�� �的情形根本不同

，
和齐次方程��

。
朴也不同

，

首

先当���时
，
要使初值问题��

上

幻在原点附近存在解析解
，
初值中���必须与非齐次项��� ，

��

满足一定的关系 �我们将给出这种关系�
，
所以中���不能任意给

，
但也不要求 啊幼 的展开

式一定要缺项， 其次
，
间题的解析解的展开式的系数

，
当���时

，
有一部分完全由���

，
��决

定
，
而与中���无关

，
这就是说这部分系数完全由方程本身决定

。

本文采用统一的方法
，
给出初值问题 �����

，
当�是正整数

， �是实数时
，
存在解析解的

充要条件及解析解的明确表达式
，
从而完全解决了初值问题��

�
勺

。

记 号

这里引入下文中使用的一些记号
�

人 � 一 〔���� ��� � 一 �〕 ��
� 、 �一 二花而 一

二，二下 面

一，��，一
二二一，一 厂

�

以 �一 �八 � � ��� ���

〔���� ��� � 一 �〕�
〔��一 ����� �〕 � � 〕 �

�� �
，
�， �， … ，

� � �， �， �， …��

�� �
， �， … �

� � �
， �， �， …�。

���

�
。 ‘ � ��� � �， �， �， …�， � ，” � �

，
�� 二 �， �，

�
， …�

��” � �
� 十 ，� ��卜 ，“ � �

。 、 �� ���� �� ��《 ���， � 二 �
，
�， …

△ 。 “ �， △ � � 一 �
�

△二 � 一 �
�△。 � ， 十 ��△卜 � �� 二 �， �， …�

�����表示以
�
为最大的相差为�的自然数的连乘积

，

此外
，
我们还约定下列记号

�

���

���

���

���

���

并约定
�
当�《 �时 ，

���。 �� �
。

日

叉�
�二 �

，
当丫�日时

，

����

日

� �
� � �， 当丫�日时

，

����

二
、

引 理

引理 ��

若�今�是实数
，
则

����

证
�

△�

专�

由 ���
，

�� � �
，
�

，
�，

���
，
��� ���及归纳法即可得

△一

��
， ����

， � � �， �， �， …�

△����
， △��� ，

�� ����
，
�二 �， �， �

， …

����

����

故 �扮�成立
。



此外
，
由 ����

，
����可知

，
当实数�寺 。时

， 一 �
二
么一

，
和��△。 � ，

同号
，
于是

�么
一

�
‘

� ��
二△� 一 ，

�� 】�。 △卜 �

�
，
�� � �， �， … � ����

’

引理 ��

若
� � �

， �， … � �� �， �， … ， � ，
则有

�
一

��
� ，” 一 �� �

一

��
� �� 一 “ � ��” ����

证
�

由 ���一 ���直接验算可知 ����当�� �
， �时成立

。

今假定当 �����《 ��时
����成立

，
于是由归纳假定和 ���得

�
。
�

�� � ，” 一 ‘ � �
。
�

二 一 � ” 一 “ 二 �
。

��
。 ， �� 二

�
��� � “ 一 ‘ � �

。 、 �� �。
�

。 � 、 。 一 ‘
�

十 �
。
��

� 、 �一
�

二 一 。 ， 一 � 十 �
。 � �一 �

�
。 � ‘ “ 一 ’

�

�
� � �一 。 ，

��
。

�
� 。 一 � “ 一 ’ � �

�

�
二 一 。 “ 一 “

�� �
。 、 �一 ，。

��
。
�

。 一 � ” 一 ’ � �
二

�
二 一 � � 一 �

�

�
。 � �一 �。

�一
，’ � �

。 、 �一 二�二 一 �� � �二� 。

这表明当�� �时
，

引理 ��
若�

����式也成立
。

� �， �， �， … ，
则

�
。 � �一 ��

“
�

。 ，

����

证
�

由 ��� ���知 ����当
� 二 �， �时成立

。

若 ����当 ���时成立
，
则由 ���

及引理 �可得

△� � 一 �
�△、 一 ， � �

�△�一 � � �一 ��
�
�

�
�

�一 ，�一 ‘ � �一 ��
“ 一 ’
�
�
�

�一 ��一 “

�一 ��
�
��

�
�

�一 ，“ 一 ’ � �
�
�

�一 �” 一 “
�� �一 ��

“ 吸蛋
�”

所以 ����当� � �时也成立
。

引理 ��
若 � � �

， �， �， … ， �镇��� ，
则

� ，�，

�
△

一
��· ，

二 ‘△�

二 ��
�

么
。 、 ，。

����
卜�卜

证
�

当 �

���均成立
，

� �， �时
，
由 ���

，
���

，
���

， �

���
，
���可知 ����对于一切

今假定当��从 》 ��� �
时

，
���� 式成立

，
则由引理 �和 ���有

���公 � � �

� 。“
办
△

一
�。 · ，

一 “一
一 �

二

一�。 ” △， � �
。
一〔� �

�

�
△
一

丫、�刀
�

�
�冬

一 �。 一 ，

一 △
刁

二 一 �一 △二

�乞· � “一�
�

·

〔�
口一 � △卜卜 。

一 �。 一 ，。
一△� 一

小
“ � “ 一 ，�。

一�

△
、、�产
宁

� 一 】
一 �一 △·

�。 ·
� �

� 千 �

�
�

�

�。 一 �
一

� �
。

�卜
�

一

����一 �
。 � ，�

� � �
。 十 ，△。 一 �

�“ ���△� � �

� 二弓� ，



这表明当�� 各时
，
���� 也成立

。

根据引理 �
，
�及 ���

，
由归纳法还可以证得 ���� 式的更一般情况

�

引理 ��
若�

， �是正整数
， ���� �，

则

。 一 ���一
��

一 � �

� �
�

�一 皿� �一��
△。 一 ，一��千 ，

一
����二，△�

〕
��】·△，一

����

利用 ���一 ���
，
由归纳法可得

�

引理 �
�

若�
，
�是正整数

， �《 �《 �， � 二 �， �， �， … ， �，
则下列不等式成立

�

�����《 ��� ���
、 、旦业土卫士竺�里妇二 工二丝�
〔�卜 ����� ��� � 一 �〕���

����

引理 ��

若� “ �，
�

， �，
一 � 。 二 �

，
�，
则有不等式

〔���� ��� � 〕�《 ��� ��“ ”
�
��� ����

其中

〔���� ��� � 一 �〕里
以 � 一 ����� ��� � 〕 ��。 � ���〔�� 一 ����� ��� � 一 �〕 ��、 、 一��

����

由�����的定义即可证得
。

三
、

存在性与唯一性

以下假定��� ，��
，
中�

��在原点附近解析
，
胆

‘�‘ ，‘ ’
季手峨丫

，

��
�二

�簇
一

丛华澳契上 �、。 工� 。 ， ����

�
�

����

�
， 、

书
、 � ‘ � ， ， ， �

，

�里
， ， 二 、 � � � 、

甲气� 尹� 乙 竹
一�
万

一

�叭�气 二
一几一

���� �

夕�，
�户田

�二 � �二 �
�

����

定理 ��

若�是正整数
，
实数�布�

，
小���

，
���

，
��在原点附近解析

，
则问题 ��

���在原

点附近存在唯一解析解的充要条件是初值中�
��在

� � �附近的展开式具有形式

。 �·�
俱�么

中
�
��、 �，、 。

�

〔���� ��� � 〕�
� ·

�
� ·乏�一 ，

����，

且当�
、��� � � �， �，

二
，
�时

小
。
��、 ��十 。 二 ��

����
。 一 ，���、 ，�、 。 一 � ，�

����

证明
�

必要性
，

若以
� ，
��是问题��

�“�在原点附近的解析解
，
则

���
，���芝

丈，�翻

��， 。 二小
�

����
�一
·

���一
�

�



当�二 �时
，

����
，
等价于 ����

，
因此必要性是显然的

。

当���时
，
由于 中���是解析的

，

要

证必要性只要证 ����
�

即可
。

为此
，
将 ����代入方程 ��� �约定当���时

， �，，�二 ��
，

比较系数就可得
�，，，

所必须满足的方程为
�

��、 � ， 一 ���一 ��…��一 ��� ���卜 ��， � � � ���一 ��…��一 �� ����卜 �、 �，�、 二 ��
，，

��
，
�“ �

， �， �， …� ����

在 ���� 中令�� ���� ��� � 一 � �� � �， �， �， … � � � �， �
， …��

由引理 �及归纳法可证

。 。
��十 ��� 。 ， �� 叉�

����
二 一 ���‘ 、 ��、 。 一 � ，�十 �

�� �

����

��
，�二 �， �， �， … � � 二 �，

�，
一

，
��

在 ���� 中令�� �
，
就得到 ����

�。

充分性
，
在 ����中令�� �� �� � 一 �， ���� ��二 � 一 �， … ，

�� � �
����� ��� 。 一 �，

相应令�二 � ��
� 一 �

， � � �
�一 �

， … ， �
，
�

。

并将�
�

仍记为�
，
可得

�。 ，， 十 �， � 、 � �、 。 ，。 十，一 ，， … ，

� ·
�卜 工，� 。 ， ， ’ ‘ · ， ��

· �卜 ，���、 ��� 。 ， 工
所应满足的方程组

�

卫�
。 ，���卜 、 ��、 十 ��十 。 ，。 、 二、 �一 � “ �

。 ，。 十 �

�� �

����

�
�� �

， �， … ， � ��� �� �
， �， �

， … ，

���，�
� � �， �

，
�

， … � � � �， �，
�， �

丁︸

�
。 ，� 、 �二 ���、

� ��，。 一 �，。 ��一 �一 �
�，�、 十�� �中�

。 十 ，��、 ，�、 。 ，

�
�� 二 一 � 。 ，

�
。 ，。 一 � � 一 �

�，
�
� ，�� � 二 �， �

�� � ����一
�
����

用△ 。 � 二

表示方程组 ����的系数行列式
，
因△� “

△。 �二 一 �
� � �
�

� �卜 ， 十 �
� 、 �△” 、 一 �

�� ��

一 � ，� 若令△ 。 � �
，
可得

二 �， �， …� ����

���

�
， �

，

���及引理 �可知
，
当 �斗�时

， △。 ，
斗�

，
因此一切

�
‘ ，
�� 二 �， �

，
�

， … �

…�均可由方程组 ����唯一确定
，
且从 ����可解得

�

� �

��� ��� � 一 二
�一 ���

一 � � 子 �

△。 十 � 〔�
�

一试��
�一 皿� �一�

�·

�
么

一
�‘一

�‘�· 门 ··

一
诊

�一

芝�
�� 十���

。 、 �一 ����、 �卜
。 一 � ，，一 中�

二 � 七

���� ，�、 。
����

、����、、，�

�一 �

护叮�了、八

�
么十

其中
� � �

，
�

，
�

， … � �� �
， �，

… ，
�� 由条件 ����

�

及引理 �
，

����中令 。 � �，
即得

… � � � �， 一， �， … ，
�

。

当 ���时
，
对于 � � �

，
�

，

引理 �
，
从 ����便 可 证 得

� 。 �、 、 �卜
。 ，

�

满 足 ����
。

在

·
��

�



、，、产
、

奋
、 、声、尸�︼。�任��户匀八山八乃��八口令」了、了�、了�、�了、�

· 。 ，』一 ‘
护

�

〔中
��‘

一
�

鬓
�，�厂�卜 ���、 斗 �卜

一〕
从 ����

，
容易推得不等式

��
』
�
一 ‘
� �

� ��� ������ ���
� ’ � �

一

爪�
一

初八
。 〕了

一

” �
� � ��二资���

一 ’ ，
��

其
，
护� � �， �， �

， … ，
�

。

以� ����
，

����
，

����及引理 �
，
可从 ����得到估计式

�

�
� 。 ，、��，�

共
尸�

�

�� � �
，
�

，
�， … ，

�� �� �
， �， �， …�

少七
，
�
，人在� �

�人魂
�
��� ��

“ �、 ������
一 “ � 户“ 一 “

�

� 。 � �几订“
户

‘

〔�十 ��� �����二

不等式 ����表明级数
�

� ��
，飞�� 芝

� 。 ，�

�� � 京厂和
“ ·
��

， ‘ ’ 二 序尸以

而级数 ����可看作是由这两个初镇条件和方程 ���所确定
，
由���

���
一

����� �� ���定

理可知 ����收敛
，
从而断定问题 ��

，��在原点附近存在唯一的解析解
。

定理 �
�

若�二 �
，
则问题 ��

，“�的解恒不唯一
。

证
�

因为当� � 。时
，
相应的齐次问题恒有

一

作零解
。 ��

，
��� ��

、 � � � ���
，
其中

� ，， � 。
为任

意常数
，
因此解不唯一

。

定理 ��

若�二 �，
中�

��和��二
，
��在原点附近解析

，
则问题 ��

���在原点附近存在解沂解

的充要条件是

中
�二
�、 、 ，�十 。 � 卫

�� �

�� � �， �
，

六
� 二 � 十 �一 �

�
��

�
�念�

。
一 〔�一 ，·

一 ����

��� �� � � �， �一 �， …�

证
�
必要性

，
若问题��

���当�二 �时
，
在原点附近存在解析解 ����

，
则其系数

。 � ，�必满

足方程
�

���十 � ，�一 ���一 ��… ��一 ��� 一�� 、 一 �
川

、 � � ��
，�

����

��
，
�二 �

， �，
�

， …�

在 ���� ，
�
，
令二� �

���� ��� 。 一 �

用归纳法可推得

�� � �， �
， … ， ��� �� � � �， �

，
�， …

� �。
�、 二 ，�、 。 ，��

之�六�公 � 十 �一 �

�
��

�
‘ � 。一�、 、 一 �

一
�

一 ����

�

石�
·



�。
，

�� �
，

在 ����中
，
令�“ �

，

充分性
，
将形式解

�
，
�， � “ �， �

， … ， ��� ��

即得

����

����
。

的系数应满足的方程 ����改写成

��
���

�����

一
、、少� � ，��

��� ��、
��十 ���， ，�，�� � 一 �

一 ‘�一 �

一〕
，

����

��� �
，
�， �， … � �� �

， �， …�

从 ���� 可推得

�
。 � ‘ � ， 、 � � 、 。 二

了胃
。 � 一 ，、 �� � ， ， 、 � 、

育 。 。 �

�
‘ �、 。 � 、一 、 、�

�

� �，� 。 一 � ， ��、 。 。

����
�一 � � � 一 �

�急二 �
，
�� � � �

，
�， �

，
一

， ��� �� 五 ，
入� �

， �， �， … �

设中���为在� 二 �附近解析且满足条件
�

呜
，〔�� ‘ ’、 � ，，� � 〕�。 �一�

鬓��� ���
丈��

二 一 ����丰 �一�卜
� 一 �千 �� ����

� 里 ��十 � 一 �

�仪 � �
，
�

， … ， ��� �� � � �， �， �
， … �

后寸不币一 函数
。

在 ���� 中令

��， 。 二 中������ 中
主， ��， � � 冲�

�
����� 冲

�
����

毅可叹定一个形式解 ����的一切系数
� ，，�， 由条件 ����

，
���� 可知这样求得的

� ，， ，
满足

�苏的
。

显然
，
对于不同的中���可以求得不同的形式解

。

� �

在 ��一� ‘
�
，
令

。 二 �� � � �， �
，
并记�‘ �中

�， �，� 对
��，
则可得

。 。 ，」� �
竺 ‘ 一 ’ 日�����

， ， 、 � 。 一 ��， 、 �。 一 ��
��，、 了��一、 ，�、 。 一 � �

�一 ��� 、 ��
�理

、

落�

厂 �〕 八

荆
“ �“ �， ‘ ， “ ， ‘ ’ ‘ ， 又 “

咙少日一 �一 “ 入。

由 ����
，
引理 �及明显的事实

� ���� ���〔�一 ���� ��〕�《 ��， 可证得不等式 ����
，

于是类似
一

于定理 �的证明可知土面求得的形式解收敛
。

从定理 �的证明可推知

定理 ��

若�� �，
中�

��
，
劝�

��
，
���

，��在原点附近解析
，
则问题

丁��
��

才
‘��’护

、

又 � 又� ，��二 甲气� �
�，
��

，
��� 砚

，
���

在原点附近存在唯一解析解的充要条件是中���
，
中���分别满足条件 ����

，
����

。

将 ����
，
����代入 ����就可得到问题 ����� 的解析解的明确表达 式

。

此 外
，

从
·
��

�



����
�，

���� 容易看出
�

在齐次方程 ���的相应问题中
，
初值 中���展开幂级数时必 须

缺项的原因
。

本文在撰写过程中曾得到杭州大学郑兴礼教授的具体指导
，
特此致谢�
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