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摘要： 在不分明化拓扑的框架下，给出了不分明化近性空间的定义⒀在此基础上给出了一个不
分明化近性空间的等价性刻划（用映射族） ；然后又定义了不分明化近性滤子与不分明化近性邻
域系，并讨论了它们的若干性质，证明了不分明化近性邻域系是不分明化近性滤子，同时，还证
明了满足一定条件的不分明化邻域系可以诱导一个不分明化近性空间⒀作为不分明化近性空
间理论的核心——W eil 定理将在后续文章中讨论⒀
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1 预备知识

  为了能够较好应用证明生先生建立的不分明化拓扑这一工具讨论近性空间的理论，我们
需要下面的模糊逻辑与有关公理集合论的概念及公式⒀
  1） ［⇁α］： ＝1— ［α］ （其中［α］表示逻辑公式α的真值） ；
  2） ［α< β］： ＝ min（ ［α］，［β］） ；
  3） ［α→ β］： ＝ min（1，1— ［α］ ＋ ［β］） ；
  4） ［（x ） α（ x ） ］： ＝ inf ［α（ X ） ］ （ X 为论域） ；
  5） ［x ∈ A ］： ＝ A （ x ） ；
  6） 导出公式：下面设 A 、B ∈ F （ X ） （ X 为论域）
  A ⊆ B： ＝ （x ） （ x ∈ A → x ∈ B ） ；
  α↔β： ＝ （ α→ β） < （ β→ α） ；
  （ ∃x ） α（ x ） ： ＝ ⇁（x ） ⇁α（ x ） ；
  A ≡ B： ＝ （ A ⊆ B ） < （ B ⊆ A ） ；
  α> β： ＝ ⇁（ ⇁α< ⇁β） ；
  定义1.1 设 X 是论域，T ∈ F （ P （ X ） ） 满足下面的
  （ T1）  ⊧X ∈ T
  （ T2）  ⊧（ A ∈ T ） < （ B ∈ T ） → A ∩ B ∈ T  A 、B ⊆ X
  （ T3）  ⊧（λ） （ λ∈ Λ→ A λ∈ T ） →∪

λ∈Λ
A λ∈ T  ｛A λ｜λ∈牼｝⊆ P （ X ）

则称T 为 X 上的一个不分明化拓扑，（ X ，T ） 称为不分明化拓扑空间⒀
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  定义1.2 集合 X 上的不分明化闭集族（以F ∈ F （ P （ X ） ） 表示） 定义如下
A ∈ F ： ＝ X — A ∈ T

  引理1.1 若T ∈ F （ P （ X ） ） 满足定义1.1中的（ T1） —（ T3） ，则有
  （ F1）  ⊧● ∈ F
  （ F2）  ⊧（ A ∈ F ） < （ B ∈ F ） → A ∪ B ∈ F  A 、B ⊆ X
  （ F3）  ⊧（λ） （ λ∈ Λ→ A λ∈ F ） →∩

λ∈Λ
A λ∈ F  ｛A λ｜λ∈牼｝⊆ P （ X ）

反之，若F ∈F （ P （ X ） ） 满足（ F1） —（ F3） ，则T ∈F （ P （ X ） ） 是X 上的一个不分明化拓扑⒀
其中 A ∈ T ： ＝ X — A ∈ F

2 不分明化近性空间的定义

  定义2.1 设 X 是论域，若二元 F-谓词P ∈ F （ P （ X ） × P （ X ） ） 满足下列条件：
  （ P1）  ⊧（ A ，B ） ∈ P → （ B，A ） ∈ P    A ，B ⊆ X
  （ P2）  ⊧A ∩ B ≠ ● → （ A ，B ） ∈ P    A ，B ⊆ X
  （ P3）  ⊧（ A ⊆ C） < （ B ⊆ D ） → （ （ A ，B ） ∈ P → （ C，D ） ∈ P）   A ，B，C，D ⊆ X
  （ P4）  ⊧⇁（ （ ●，X ） ∈ P）
  （ P5）  ⊧⇁（ （ A ，C） ∈ P） < ⇁（ （ B，C） ∈ P） → ⇁（ （ A ∪ B，C） ∈ P）   A ，B，C ⊆
X
  （ P6）  ⊧⇁（ （ A ，B ） ∈ P） → （ ∃C） （ （ C ⊆ x ） < ⇁（ （ A ，C）
∈ P） < ⇁（ （ B，X — C） ∈ P） ）   A ，B ⊆ X ⒀
  则称P 是 X 上的一个不分明化近性关系（或结构） ，（ X ，P） 上称为不分明化近性空间⒀
  为给出近性空间与映射族的等价性刻划，先给出下面的：
  定义2.2 一元F-谓词G ∈F （ P （ X ） P （ X ） ） 定义如下： φ∈G： ＝ （A ） （ A ⊆X ） → ⇁（ A ，
φ（ A C） ∈ P） 其中P 是 X 上的不分明化近性关系⒀
  定理2.1 设（ X ，P） 是不分明化近性空间，则对 def2．2中的 G ∈ F （ P （ X ） P （ X ） ） 有：
  1）  ⊧（A ） （φ） （ （ A ⊆ X ） < （ φ∈ G ） → （ φ（ A ） ⊆ A ） ）
  2）  对任何的 A ⊆ X ，
    ⊧（φ） （ψ） （ （ ψ∈ G ） < （ φ∈ G ） → （ φ∪ ψ∈ G ） ）
其中，（ φ∪ ψ） （ A ） ： ＝ φ（ A ） ∪ ψ（ A ）
  3）  ⊧（φ） （ψ） （ （ A ⊆X < （ φ∈P （ X ） P （ X ） ） → （ （ ∃ψ） （ （ ψ∈G ） < （ φ（ A ） C ⊆ ψ（ A C） ） ）

→ ⇁（ （ A ，φ（ A C） ） ∈ P） ） ）
  4）  ⊧（φ） （A ） （B ） （ （ φ∈ G ） < （ B ⊆ φ（ A C） ） → （ ∃ψ） （ （ ψ∈ G ） < （ （ ψ（ A C） ） C ⊆
ψ（ BC） ） ） ）
  5）  ⊧（φ） （A ） （B ） （ （ φ∈G ） < （ B ⊆ φ（ A C） ） → （ ∃ψ） （ （ ψ∈G ） < （ A ⊆ ψ（ BC） ） ） ）
  反之，若G ∈F （ P （ X ） P （ X ） ） 满足（1） ～ （5） ，则P是X 上的一个不分明化近性结构⒀其中
P ∈ F （ P （ X ） × P （ X ） 定义如下：
  （ A ，B ） ∈ P： ＝ （φ） （ φ∈ G →7（ B ⊆ φ（ A C） ） ）  A ，B ⊆ X
  证明  
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  （1） ，（2） ，（3） 显然，
  4） 对任意 A 、B ⊆ X ，φ∈ P （ X ） P （ X ） ，
  ［（ φ∈ G ） < （ B ⊆ φ（ A C） ） ］ ＝ min（ inf

C⊆X
（1— P（ C，φ（ CC） ） ） ，［B ⊆ φ（ A C） ］）

≤ min（1— P（ A ，φ（ A C） ） ，［B ⊆ φ（ A C） ］）
≤1—P（ A ，B ） ≤Sup

C⊆X
min（1—P（ A ，C） ，1—P（ B，CC） ）

对任给的自然数 n，存在 Cn ⊆ X ，使得

1— P（ A ，B ） — 1
n < min（1— P（ A ，Cn） ，1— P（ B，CC

n ） ） ≤
1— P（ A ，Cn） ≤ Sup

D⊆X
min（1— p （ A ，DC） ，1— ρ（ Cn，D ） ）

存在 D n ⊆ X ，使得

1— P（ A ，B ） — 1
n < min（1— P（ A ，DC

n ） ，1— P（ Cn，D n） ）
今令      ψ：  P （ X ） → P （ X ）
       E c → ψ（ EC） ＝

D c
n，  当 E ＝ A

Cc
n，  当 E ＝ B

●，    其它
则 G （ ψ） ＝ inf

E⊆X
（1— P（ E，ψ（ EC） ） ） ＝ min（1— P（ A ，DC

n ） ，1— P（ B，Cc
n） ）

>1— P（ A ，B ） — 1
n

且［（ ψ（ A c） ） c ⊆ ψ（ B c） ］ ＝ ［（ ψ（ B c） ） c ⊆ ψ（ A c） ］ ＝ ［Cn ⊆ D c
n］ ≥1— P（ Cn，D n）

>1— P（ A ，B ） — 1
n

由 n的任意性，可以得到
［（ ∃ψ） （ （ ψ∈ G ） < （ （ ψ（ A c） ） c ⊆ ψ（ B c） ） ） ］ ＝ Sup

ψ
min（ G （ ψ） ，［（ ψ（ A c） ） c ⊆ ψ（ B c） ］）

      ≥1— P（ A ，B ） ≥ ［（ φ∈ G ） < （ B ⊆ φ（ A c） ） ］
由 A 、B ⊆ X 及φ∈ P （ X ） P （ X ） 的任意性，知结论成立⒀
  5） 由于
    G （ ψ） ＝ inf

C⊆X
（1— P（ C，ψ（ Cc） ） ） ≤1— P（ A ，ψ（ A c） ） ≤

［A ∩ ψ（ A c） ＝ ●］ ＝ ［A ⊆ （ ψ（ A c） ） c］  对任何 A ⊆ X
所以     min（ G （ ψ） ，［（ ψ（ A c） c ⊆ ψ（ B c） ］） ≤ ［A ⊆ ψ（ B c） ］
注意到（4） 的正确性就知结论成立⒀
反之，要证明P是 X 上的一个不分明化近性结构，只需验证P满足 def2．1中的（ P1） —（ P6）
即可⒀

3 不分明化近性滤子和近性邻域

  定义3.1 设 X 是论域，若一元 F-谓词σ∈ F （ P （ X ） ） 满足下列条件
  1）  ⊧⇁（ φ∈ σ）
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  2）  ⊧（ A ∈ σ） < （ B ∈ σ） → A ∩ B ∈ σ    A ，B ⊆ X
  3）  ⊧A ⊆ B → （ A ∈ σ→ B ∈ σ）     A ，B ⊆ X
则称σ是 X 上的不分明化滤子⒀
  定义3.2 设（ X ，P） 是不分明化近性空间⒀称一元F-谓词N A ∈F （ P （ X ） ） 为A （ ⊆X ）
的P—— 不分明化近性邻域系，其定义如下
         B ∈ N A ： ＝ ⇁（ （ A ，B c） ∈ P） ，
也称 N A 为由不分明化近性关系P 所诱导的 A 的不分明化近性邻域系⒀
  定理3.1 设（ X ，P） 是不分明化近性空间，则对任意的 A 、B ∈ P （ X ） ，有
  ⊧⇁（ （ A ，B ） ∈ P） → （ ∃C） （ ∃D ） （ （ C ⊆ X ） < （ D ⊆ X ） → （ C ∈N A ） < （ D ∈N B ） <
（ C ∩ D ＝ ●） ）
  证明  ∵［⇁（ （ A ，B ） ∈ P） ］ ≤ Sup

E⊆X
min（ ［⇁（ （ A ，E ） ∈ P） ］，［⇁（ （ B，E c） ∈ P） ］）

若  ［⇁（ （ A ，B ） ∈ P） ］ > t， t ∈ ［0，1］⒀则存在 E ⊆ X ，使得：
  min（ ［⇁（ （ A ，E ） ∈ P） ］，［⇁（ （ B，E c） ∈ P） ］） > t
即  min（ N A （ E c） ，N B （ E ） ） > t
所以  Sup

C、D⊆X
C∩D＝●

（ N A （ C） ，N B （ D ） ） ≥ min（ N A （ E c） ，N B （ E ） ）
  定理3.2 设（ X ，P） 是不分明化近性空间，● ≠ A ⊆X ，N A 为 A 的P——不分明化近
性邻域系⒀则有
  1）  ⊧⇁（ φ∈ N A ）
  2）  ⊧（ B ∈ N A ） < （ C ∈ N A ） → B ∩ C ∈ N A     B，C ⊆ X
  3）  ⊧B ⊆ C → （ B ∈ N A → C ∈ N A ）     B，C ⊆ X
证明  1） 1≥ ［⇁（ ●∈ N A ） ］ ＝1— ［●∈ N A ］ ＝ P（ （ A ，X ） ） ≥ ［⇁（ A ∩ X ＝ ●） ］ ＝1
  2） ［（ B ∈ N A ） < （ C ∈ N A ） ］ ＝ min（ N A （ B ） ，N A （ C） ） ＝ min（ ［⇁（ （ A ，B c） ∈ P） ］，
［⇁（ （ A ，Cc） ∈ P） ］ ≤ min（ ［⇁（ （ B c，A ） ∈ P） ］，［⇁（ （ Cc，A ） ∈ P） ］） ≤ ［⇁（ （ B c ∪ Cc，A ）
∈ P） ］
＝ ［⇁（ （ （ B ∩ C） c，A ） ∈ P） ］ ≤ ［⇁（ （ A ，（ B ∩ C） c） ∈ P） ］ ＝ ［（ （ B ∩ C） ∈ N A ） ］
  3） 若 B ⊆ C，则 Cc ⊆ B c

［B ∈ N A ］ ＝ ［⇁（ （ A ，B c） ∈ P） ］ ≤ ［⇁（ （ A ，Cc） ∈ P） ］ ＝ ［C ∈ N A ］
  若 B ⊈ C，则显然⒀
 由定理3.2知，不分明化近性空间中的不分明化近性邻域系实际上是不分明化滤子⒀
  定理3.3 设（ X ，P） 是不分明化近性空间，对任何 A 、B ⊆ X ，则
  1）  ⊧B ∈ N A → A ⊆ B
  2）  ⊧B ∈ N A ↔A c ∈ N Bc

  3）  ⊧A ⊆ B → N B ⊆ N A

  4）  ⊧N A∪B ＝ N A ∩ N B

  5）  ⊧B ∈ N A → （ ∃C） （ （ C ⊆ X ） < （ C ∈ N A ） < （ B ∈ N C） ）
  6）  ⊧（C） （D ） （ （ C ⊆ X ） < （ D ⊆ X ） → （ （ C ∈ N A ） < （ D ∈ N B ） → （ C ∩ D
∈ N A∩B ） ） ）
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证明  1） ［B ∈ N A ］ ＝ ［⇁（ （ A ，B c） ∈ P） ］ ≤ ［A ∩ B c ＝ ●］ ＝ ［A ⊆ B］
  2） ［A c ∈ N Bc］ ＝ ［⇁（ （ B c，A ） ∈ P） ］ ＝ ［⇁（ （ A ，B c） ∈ P） ］ ＝ ［B ∈ N A ］
  3） ［N B ⊆N A ］ ＝ inf

C⊆X
min（1，1—N B （ C） ＋N A （ C） ） ＝ inf

C⊆X
min（1，1— ［⇁（ （ B，Cc） ∈P） ］

＋ ［⇁（ （ A ，CC） ∈ P） ］） ⒀
若 A ⊆ B，则［⇁（ （ B，CC） ∈ P） ］ ≤ ［⇁（ （ A ，CC） ∈ P） ］，于是［N B ⊆N A ］ ＝1；若 A ⊈ B，则
显然⒀
  4） 对任意 C ⊆ X ，N A∪B （ C） ＝ ［⇁（ （ A ∪ B，A C） ∈ P） ］ ＝ min（ ［⇁（ （ A ，CC） ∈ P） ］，
［⇁（ （ B，CC） ∈ P） ］） ＝ min（ N A （ C） ，N B （ C） ）
  5） N A （ B ） ＝ ［⇁（ （ A ，B c） ∈ P） ］ ≤ Sup

C⊆X
min（ ［⇁（ （ A ，Cc） ∈ P） ］，［⇁（ （ B c，C） ∈ P） ］）

＝ Sup
C⊆X

min（ N A （ C） ，N C（ B ） ）
  6） 对任意 C、D ⊆ X ，
  min（ N A （ C） ，N B （ D ） ） ＝ min（ ［⇁（ （ A ，Cc） ∈ P） ］，［⇁（ （ B，D c） ∈ P） ］） ≤
min（ ［⇁（ （ A ∩ B，Cc） ∈ P） ］，［⇁（ （ A ∩ B，D c） ∈ P） ］） ＝ min［⇁（ （ Cc，A ∩ B ） ∈ P） ］，
［⇁（ （ D c，A ∩ B ） ∈ P） ］ ＝ ［⇁（ （ （ C ∩ D ） c，（ A ∩ B ） ） ∈ P） ］ ＝ ［⇁（ （ A ∩ B，（ C ∩ D ） c）
∈ P） ］ ＝ N A∩B （ C ∩ D ）
  下面是定理3.3的逆定理
  定理3.4 设X 是非空集合，A ⊆X ，若A 的不分明化邻域系满足定理3.3中的（1） —（5） ，
且⊧● ∈ N ●⒀定义 X 上的一个二元 F-谓词P ∈ F （ P （ X ） × P （ X ） ） 如下：
         （ A ，B ） ∈ P： ＝ ⇁（ B c ∈ N A ）
则P 是 X 上的不分明化近性关系⒀
  证明  直接验证P 满足定义2.1中的（ P1） —（ P6） ⒀
  定义3.3 1） 设（ X ，P） 是不分明化近性空间，x ∈ X ，x 的P-不分明化近性邻域系 N x

∈ F （ P （ X ） ） 定义为
A ∈ N x ＝ A ∈ N ｛x｝

  2） 设●为不分明化近性空间的类，一元 F-谓词 S、T0 ≤ F （ ●） 定义如下：
  （ X ，P） ∈ S： ＝ （x ） （y ） （ （ x ∈ X ） < （ y ∈ X ） < （ x ≠ y ） → ⇁（ （ ｛x｝，｛y｝） ∈ P） ）
称 S 为不分明化可分离的；
  （ X ，P） ∈ T0： ＝ （x ） （y ） （ （ x ∈ X ） < （ y ∈ X ） < （ x ≠ y ） → （ ∃A ） （ （ （ A ∈N x ） <
（ y ∈ A c） ） > （ （ A ∈ N y ） < （ x ∈ A c） ） ） ）
  定理3.5 设（ X ，P） ∈ ●，则有
  1） （ a） 对任何 x 、A ，⊧A ∈ N x → x ∈ A

（ b） 对任何 x 、A 、B，⊧（ A ∈ N x ） < （ B ∈ N x ） → A ∩ B ∈ N x

（ c） 对任何 x 、A 、B，⊧A ⊆ B → （ A ∈ N x → B ∈ N x ）
  2） ⊧（ X ，P） ∈ S↔（ X ，P） ∈ T0
  证明  1） 显然⒀
  2） 设［（ X ，P） ∈ S］ ＝ infx≠y［⇁（ （ ｛x｝，｛y｝） ∈ P） ］ > α， α∈ ［0，1） ⒀

∵ ［⇁（ （ ｛x｝，｛y｝） ∈ P） ］ ＝ N x （ ｛y｝c） > a，x，y ∈ X ，x ≠ y，
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∴ Sup
A⊆X
y∈A c

N x （ A ） ≥ N x （ ｛y｝c） > α

则 ［（ X ，P） ∈ T0］ ＝ inf
x≠y

max Sup
A⊆X
y∈A c

N x （ A ） ，Sup
A⊆X
x∈A c

N y （ A ） ≥ α

反过来，设［（ X ，P） ∈ T0］ > α，  α∈ ［0，1） ⒀则对任意的 x ≠ y，Sup
x∈AC

N x （ A ） > α或

SupN y （ A ） < α，不妨设Sup
y∈AC N x （ A ） > α，

则存在 A ⊆ X，y ∈ A c，且 N x （ A ） > α
有 ［⇁（ （ ｛x｝，｛y｝） ∈ P） ］ ＝ N x （ ｛y｝c） ≥ N x （ A ） > α
从而  inf

x≠y
［⇁（ （ ｛x｝，｛y｝） ∈ P） ］ ＝ ［（ X ，P） ∈ S］ ≥ α

根据α的任意性，我们即得［（ X ，P） ∈ T c］ ＝ ［（ X ，P） ∈ S］⒀
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Fuzzifying Proximity Spaces（珋）
JIANG Zhi┐yong， LAI Guo┐zhi2

（ Basic Courses Department， East China Jiaotong U niversity， Nanchang 330013， China；2． Southern Institute of
M etallurgy，Ganzhou341000，China）

Abstract： Proximity is an important concept close to toplogy and a convenient tool for an
inestigation of topology．In this paper，We introduce the concepts of fuzzifying proximity
spaces and neighorhood Proximity，discuss some of their properties and draw a conclusion
that fuzzifying proximity neighborhood satisfying the conditions may induce a fuzzifying
proximity spaces．T he most important （ w eil） theorem w ill be discussed in the Fuzzifying
proximity Spaces（珋珋） ．

Key words： fuzzifying proximity spaces； fuzzifying proximity neighborhood system；
fuzzifying proximity filter
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