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关于混合凹-凸算子不动点定理
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摘要： 本文先提出了关序 Banach 空间的混合凹-凸算子的概念，并在序条件下讨论这类算子
的不动点，得出了新的（耦合）不动点定理⒚
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1 基本概念

  设 E 是实 Banach 空间，D⊂E，P 是 E 中锥，“≤“是由 P 导出的半序，即x∈E，y∈E，x
≤y 当且仅当 y－x∈P⒀
  定义1［2］ 设算子 A ：D→E，称 A 是 D 上的凹算子（依 Amann 意义） ，如果满足

A （ tx ＋ （1－ t） y ） ≥ tA （ x ） ＋ （1－ t） A （ y ） （1）
对t∈（0，1］，x∈D，y∈D 且 x≤y⒀
  定义2 设算子 A ：D×D→E，如果对任意的 x∈D，A （ x，·） 是 D 上的凸算子，对y∈
D，A （ ·，y ）是 D 上的凹算子，则称 A （ x，y ）是 D×D 上的混合凹-凸算子⒀
  注1 其中（1）中不等式反向不等式成立的算子为凸算子，定义2中若 E＝R n，则 A 称为
凹-凸函数，见文献［3］⒀
  注2 类似地，可定义混合凸-凹算子⒀
  定义3［5］ 设 A ：D×D→E，如果x ∈D，A （ x，·） 是减算子，y∈D，A （ ·，y ） 是增算
子，则称 A 是 D×D 上的混合单调算子⒀
  定义4［5］ 设算子 A ：D×→E，如果存在点对（ x*，y*） ，满足

A （ x*，y*） ＝ x*， A （ y*，x*） ＝ y* （2）
则称点对（ x*，y*）是 A 的耦合不动点⒀
  注3 定义4中，若 x*＝y*，即有 A （ x*，x*） ＝x*，则称 x*是 A 的不动点⒀

2 主要结果

  定理1 设 D 是 E 中序有界闭凸集，P 是 E 中弱正则锥，A ：D×D→E 是弱连续，混合单
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调且混合凹-凸算子⒀如果存在 u0∈D，v0∈D，
使

u0 ≤ A （ u0，v0） ≤ A （ v0，u0） ≤ v0 （3）
则 A 在 D 中存在耦合不动点
  证明 首先构造 Ishikaw a迭代序列，任取一序列｛αn｝⊂［0，1］，使αn→α∈（0，1） ，n→∞，
令

x0 ＝ u0，y0 ＝ v0
x n＋1 ＝ αnx n ＋ （1－ αn） A （ x n，y n） ， n ＝0，1，2，…
y n＋1 ＝ αny n ＋ （1－ αn） A （ y n，x n） ， n ＝0，1，2，…

（4）

  由于 D 是凸集，故 x n∈D，y n∈D⒀又（3）式成立以及 A 是混合单调的，利用数学归纳法易
证 x n≤y n（ n＝0，1，…） ⒀下证：

          

1） x n≤A （ x n，y n）  n＝0，1，2，…
2） A （ y n，x n） ≤y n n＝0，1，2，…
3） x n≤x n＋1 n＝0，1，2，…
4） y n＋1≤y n n＝0，1，2，…

（5）

 事实上，当 n＝0时，由（3）式可得（5）式成立⒀设 n＝k 时，（5）式成立，即
x k ≤ A （ x k，y k ） ，A （ y k，x k ） ≤ y k，
x k ≤ x k＋1， y k＋1 ≤ y k

（6）
那么当 n＝k＋1时，由（6）式及 A 的混合凹-凸、混合单调性，我们有
    x k＋1＝αkx k＋（1－αk ） A （ x k，y k ） ≤αkA （ x k，y k ） ＋（1－αk ） A （ A （ x k，y k ） ，y k ）

≤A （ αkx k＋（1－αk ） A （ x k，y k ） ，y k ） ＝A （ x k＋1，y k ） ≤A （ x k＋1，y k＋1） ⒀
    A （ y k＋1，x k＋1） ≤A （ y k，x k＋1） ＝A （ y k，αkx k＋（1－αk ） A （ x k，y k ） ）

≤αkA （ y k，x k ） ＋（1－αk ） A （ y k，A （ x k，y k ） ） ≤αky k＋（1－αk ） A （ y k，A （ x k，y k ） ）
≤αky k＋（1－αk ） A （ y k，x k ） ＝y k＋1

    x k＋2－x k＋1＝αk＋1x k＋1＋（1－αk＋1） A （ x k＋1，y k＋1） －x k＋1
＝（1－αk＋1） （ A （ x k＋1，y k＋1） －x k＋1） ≥θ

    y k＋2－y k＋1＝αk＋1y k＋1＋（1－αk＋1） A （ y k＋1，x k＋1） －y k＋1
＝（1－αk＋1） （ A （ y k＋1，x k＋1） －y k＋1） ≥θ

综合上述可知（5）式成立⒀
  又因 P 是弱正则锥，由（5） 式可知存在 x*∈E，y*∈E，使 x n→ω

x*，y n→ω
y*，而 D 是闭凸

集，从而 x*∈D，y*∈D⒀因为 A 弱连续的，故有

A （ x n，y n） →ω
A （ x*，y*） ，A （ y*

n ，x*
n ） →ω

A （ y*，x*）
  在（4）式的两端取弱极限，则有

x* ＝ αx* ＋ （1－ α） A （ x*，y*） ，y* ＝ αy* ＋ （1－ α） A （ y*，x*） ⒀
又α∈（0，1） ⒀从而有 x*＝A （ x*，y*） ，y*＝A （ y*，x*） ⒀即（ x*，y*）是 A 的耦合不动点⒀
  定理2 设D 是 E 中序有界闭凸集，P 是 E 中正则锥，A ：D×D→E 是混合单调且混合凹

-凸算子，如果存在 u0∈D，v0∈D，使得（3）式成立，且存在常数 L∈（0，1） ，使得x，y∈D，有
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x ≤ y⇒A （ y，x ） － A （ x，y ） ≤ L （ y － x ） （7）
则 A 在 D 中存在不动点⒀
  证明 首先构造 Ishikaw a型迭代序列，任取一序列｛αn｝⊂（0，1］，使αn→α∈（0，1） ，n→∞，
令

x0 ＝ u0，y0 ＝ v0
x n＋1 ＝ αnx n ＋ （1－ αn） A （ x n，y n） ，n ＝0，1，2，…
y n＋1 ＝ αny n ＋ （1－ αn） A （ y n，x n） ，n ＝0，1，2，…

（8）

则妨定理1的证明可知

      

1） x n∈D，y n∈D  n＝0，1，2，…
2） x n≤y n    n＝0，1，2，…
3） x n≤A （ x n，y n） ≤A （ y n，x n） ≤y n n＝0，1，2，…
4） x n≤x n＋1≤y n＋1≤y n n＝0，1，2，…

（9）

于是由（9）式中4）及 P 的正则性知存在 x*∈E，y*∈E，使 x n→S x*，y n→S y*，且 x n≤x*≤y*≤
y n，n＝0，1，2，…⒀由于 A 是混合单调的，故
      x n≤A （ x n，y n） ≤A （ x*，y n） ≤（ x*，y*） ≤（ x*，y*） ≤A （ y n，x*） ≤A （ y n，x n） ≤y n

从而有

x* ≤ A （ x*，y*） ≤ A （ y*，x*） ≤ y* （10）
由（7）式及（9）中2）知

θ≤y n＋1 － x n＋1 ＝ αn（ y n － x n） ＋ （1－ αn） （ A （ y n，x n） － A （ x n，y n） ） ≤
αn（ y n － x n） ＋ （1－ αn） L （ y n － x n） ＝ γn（ y n － x n）

其中γn＝αn＋（1－αn） L⒀即有0＜γn＝L＋（1－L ） αn≤1，且γn→α＋（1－α） L＝L （1－L ） α＜1，故
存在γ＜1及 N0，当 n＞N0时，有0＜γn＜γ＜1，因此

θ≤ y n＋1 － x n＋1 ≤ γn（ y n － x n） ＜ γ（ y n － x n） ＜

γ2（ y n－1 － x n－1） ＜ … ＜ γn－N0＋1（ y N0－ x N0） →S θ

（ n→＋∞） ，又 y n＋1－x n＋1→S y*－x*，（ n→＋∞） ⒀由极限的唯一性有 y*－x*＝θ，即 y*＝x*⒀
由 （10） 式可知 x*＝A （ x*，y*） ＝A （ y*，x*） ＝y*，从而 x*＝A （ x*，x*） 是 A 在 D 中的不动
点⒀
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Fixed Point Theorems of Mixed Concave┐convex Operators
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Abstract： In this paper，w e give the concept of mixed concave-convex operators in semi-
order Banach space，and obtain new fixed point theorems of this kind of operators．

Key words： mixed concave- operators；mixed monotone operators；（ regular ） cone；fixed
point；semi-order Banach space
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