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关于图的反减圈控制数
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摘要：设Ｇ＝（Ｖ�Ｅ）是一个图�Ｃ为Ｇ的导出圈�函数ｆ：Ｅ→｛＋1�0�－1｝�如果对任意ｅ∈Ｅ（Ｃ）均有 ∑ｆ（ｅ）≤0成立�则称 ｆ为
图Ｇ的一个反减圈控制函数�称 γ-′ｍｃ（Ｇ）＝ｍａｘ∑ｆ（ｅ） ｆ为Ｇ的反减圈控制函数�ｅ∈Ｅ（Ｇ） 为图 Ｇ的反减圈控制数．本文
给出了图的反减圈控制数的上界和极大平面图及几类特殊图的反减圈控制数．
关　键　词：反减圈控制函数；反减圈控制数；极大平面图
中图分类号：Ｏ157∙5　　　　　　文献标识码：Ａ

　　本文所指的图均为无向图�文中未说明的术语和符号同于文献 ［1］．
设Ｇ＝（Ｖ�Ｅ）为一个图�其顶点集Ｖ＝Ｖ（Ｇ）和边集Ｅ＝Ｅ（Ｇ）．若Ｓ⊆Ｖ（Ｇ）�则Ｇ［Ｓ］表示由Ｓ导出的Ｇ

的导出子图．若Ｃ为图Ｇ中一个长度不小于4的圈�ｕ和ｖ为Ｃ中两个不相邻顶点�如果ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）�则称ｕｖ
为圈Ｃ的一条弦．图Ｇ的一个圈Ｃ是无弦当且仅当Ｇ［Ｖ（Ｃ） ］＝Ｃ．Ｇ的一个无弦圈也称为Ｇ的一个导出圈．

自从第十八届东南组合和图论及计算国际学术大会上Ｓ．Ｔ．Ｈｅｄｅｔｎｉｅｍｉ定义了分数控制以来�图的控制
理论研究的内容越来越丰富�加拿大著名图论专家Ｅ．ｊ．Ｃｏｃｋａｙｎｅ［2］等人先后引入图的许多不同类型的控制
概念及其变化形式．1998年美国图论学者Ｗ．Ｔ．ｈａｙｎｅｓ等人出版了两部专著 ［3、4］�较为系统地综述了近期的
一些主要研究成果．然而值得注意的是�几乎所有的概念和结果都是针对图的点控制而言的�很少涉及图的
边控制问题．为了更进一步丰富和完善图的控制理论内容�我们已将点控制概念转向边控制问题�并获得了
初步的研究成果�如符号边控制 ［5］、符号圈控制 ［6］和减控制中的减边控制 ［7］等�关于减控制的研究结果还很
少．文 ［7、8］中引入了图的符号圈控制和反符号边控制的概念�定义如下：

定义1［6］　设Ｇ＝（Ｖ�Ｅ）是一个非空图�一个函数ｆ：Ｅ→｛－1�1｝如果满足 ∑
ｅ∈Ｅ（Ｃ）ｆ（ｅ）≥1对Ｇ中每一个

无弦的圈 Ｃ成立�则称 ｆ为图 Ｇ的一个符号圈控制函数．图 Ｇ的符号圈控制数定义为 γ′ｓｃ（Ｇ）＝ｍｉｎ
∑

ｅ∈Ｅ（Ｇ）ｆ（ｅ） ｆ为Ｇ的符号圈控制函数 ．

定义2［8］　设Ｇ＝（Ｖ�Ｅ）是一个图�函数ｆ：Ｅ→｛＋1�－1｝�如果对任意ｅ∈Ｅ（Ｇ）均有 ∑
ｅ′∈Ｎ［ｅ］ｆ（ｅ′）≤0�则

称ｆ为 Ｇ 的 一 个 反 符 号 边 控 制 函 数．图 Ｇ 的 反 符 号 边 控 制 数 定 义 为 γ-′ｓ （Ｇ） ＝ｍａｘ
∑
ｅ∈Ｅｆ（ｅ） ｆ为Ｇ的反符号边控制函数 ．

结合符号圈和反符号边控制的概念�我们很自然地提出反减圈控制的定义．
定义3　设Ｇ＝（Ｖ�Ｅ）是一个非空图�一个函数ｆ：Ｅ→｛－1�0�1｝如果满足 ∑

ｅ∈Ｅ（Ｃ）ｆ（ｅ）≤0对Ｇ中每一个



无弦的圈Ｃ成立�则称 ｆ为图 Ｇ的一个反减圈控制函数．图 Ｇ的反减圈控制数定义为 γ-′ｍｃ（Ｇ）＝ｍａｘ
∑

ｅ∈Ｅ（Ｇ）ｆ（ｅ） ｆ　为Ｇ的反减圈控制函数 ．

对于空图-Ｋｎ�定义γ-′ｍｃ（-Ｋｎ）＝0．由定义可知�0≤γ-′ｍｃ（Ｇ）≤｜Ｅ（Ｇ）｜为反减圈控制数的平凡界限�且有
如下性质：

（1）对任意无圈的图Ｇ�均有γ-′ｍｃ（Ｇ）＝｜Ｅ（Ｇ）｜；
（2）对任意两个点不交的图Ｇ1和Ｇ2�均有γ-′ｍｃ Ｇ1∪Ｇ2 ＝γ-′ｍｃ（Ｇ1）＋γ-′ｍｃ（Ｇ2）．
下面我们给出反减圈控制数的一个上界和极大平面图及几类特殊图的反减圈控制数．

1　反减圈控制数的上界

定理1　对于任意ｎ阶图Ｇ�均有γ-′ｍｃ（Ｇ）≤ｎ－1�当且仅当Ｇ为树时等号成立．
证明　若Ｇ中无圈�则Ｇ为树或森林�显然有γ-′ｍｃ（Ｇ）≤｜Ｅ（Ｇ）｜≤ｎ－1．
若Ｇ中有圈�则Ｇ中必有无弦的圈．假设Ｇ中 （至多 ）共有ｔ个边不交的无弦圈�分别记为Ｃ1�Ｃ2�…�Ｃｔ．

令Ｔ＝Ｇ－∪ｔ
ｉ＝1Ｅ（Ｃ

ｉ）�可见Ｔ为无圈图 （树或森林 ）�即有｜Ｅ（Ｔ）｜≤ｎ－1．
设ｆ为Ｇ的一个反减圈控制函数且使得γ-′ｍｃ（Ｇ）＝ ∑

ｅ∈Ｅ（Ｇ）ｆ（ｅ）．由定义知对于任意一个无弦圈Ｃ
ｉ（1≤ｉ≤

ｔ）�均有 ∑
ｅ∈Ｅ（Ｃｉ）ｆ（ｅ）≤0�从而有

γ-′ｍｃ（Ｇ）＝ ∑
ｅ∈Ｅ（Ｇ）ｆ（ｅ）＝ ∑ｅ∈Ｅ（Ｔ）ｆ（ｅ）＋∑

ｔ

ｉ＝1 ∑ｅ∈Ｅ（Ｃｉ）ｆ（ｅ）≤ｎ－1．
当Ｇ为ｎ阶树时�定义函数ｆ如下：对任意ｅ∈Ｅ（Ｇ）�ｆ（ｅ）＝1�不难验证ｆ为Ｇ的一个反减圈控制函数�

又 ∑
ｅ∈Ｅ（Ｇ）ｆ（ｅ）＝ｎ－1�故γ-′ｍｃ（Ｇ）≥ ∑

ｅ∈Ｅ（Ｇ）ｆ（ｅ）＝ｎ－1．从而有γ-′ｓｃ（Ｇ）＝ｎ－1．定理证毕．
引理1　设整数ｎ≥3�则每个ｎ阶极大平面图有2ｎ－4个面 （包括外部面 ）．
定理2　对于任意ｎ（ｎ≥3）阶极大平面图Ｇ�均有γ-′ｍｃ（Ｇ）＝0．
证明　将图Ｇ嵌入平面内�由引理1知�图 Ｇ共有2ｎ－4个面 （包括外部面 ）�分别记为 Ｆ1�Ｆ2�…�

Ｆ2ｎ－4�用Ｃ（Ｆｉ）表示面Ｆｉ的边界三角形的三条边集�1≤ｉ≤2ｎ－4．设ｆ为Ｇ的一个反减圈控制函数且使得
γ-′ｍｃ（Ｇ）＝ ∑

ｅ∈Ｅ（Ｇ）ｆ（ｅ）．由定义知�对每个Ｃ（Ｆｉ）均有 ∑
ｅ∈Ｃ（Ｆｉ）ｆ（ｅ）≤0�又注意到 ∑

ｅ∈Ｃ（Ｆｉ）ｆ（ｅ）≤0�从而2γ-′ｍｃ（Ｇ）＝
∑2ｎ－4
ｉ＝1 ∑ｅ∈Ｃ（Ｆｉ）ｆ（ｅ）≤0�即γ-′ｍｃ（Ｇ）≤0．又γ-′ｍｃ（Ｇ）≥0�从而有γ-′ｍｃ（Ｇ）＝0．

2　特殊图的反减圈控制数

定理3　对任意ｎ阶完全图Ｋｎ�均有γ-′ｍｃ（Ｋｎ）＝0．
证明　记Ｇ＝Ｋｎ�令ｆ为Ｋｎ的一个反减圈控制函数且使得γ-′ｍｃ（Ｇ）＝ｆ（Ｅ（Ｇ））．
对任意边ｅ所在的导出圈Ｆｉ（1≤ｉ≤ｎ－2）均有 ∑

ｅ∈Ｃ（Ｆｉ）ｆ（ｅ）≤0�从而有 ∑ｎ（ｎ－1）／2
ｊ＝1 ∑

ｅｊ∈Ｃ（Ｆｉ）ｆ（ｅ）≤0�等价于3（ｎ－
2） ∑
ｅ∈Ｅ（Ｇ）ｆ（ｅ）≤0�即γ-′ｍｃ（Ｇ）＝ ∑ｅ∈Ｅ（Ｇ）ｆ（ｅ）≤0�又γ-′ｍｃ（Ｇ）的一个平凡界限为γ-′ｍｃ（Ｇ）≥0�故γ-′ｍｃ（Ｇ）＝0．
定理4　对于任意完全二部图Ｋｍ�ｎ�均有γ-′ｍｃ（Ｋｍ�ｎ）＝0．
证明　记Ｋｍ�ｎ＝Ｇ＝（Ｖ�Ｅ）�令ｆ为Ｋｍ�ｎ的一个反减圈控制函数且使得γ-′ｍｃ（Ｇ）＝ｆ（Ｅ（Ｇ））．易知每条边

所在的导出圈长均为4�对于每一条边ｅ∈Ｅ（Ｇ）�均有 ∑
ｅ∈Ｃ（Ｆｉ）ｆ（ｅ）≤0�其中Ｆｉ为边ｅ所在的导出圈�Ｃ（Ｆｉ）表

示导出圈的边集�1≤ｉ≤ （ｍ－1）（ｎ－1）�从而　∑ｍｎ
ｊ＝1 ∑ｅｊ∈Ｃ（Ｆｉ）ｆ（ｅ）≤0�且等价于 ［ｍ＋ｎ－2＋（ｍ－1） （ｎ－1） ］

∑
ｅ∈Ｅ（Ｇ）ｆ（ｅ）≤0．因此　γ-′ｍｃ（Ｇ）＝ ∑ｅ∈Ｅ（Ｇ）ｆ（ｅ）≤0．又γ-′ｍｃ（Ｇ）的一个平凡界限为γ-′ｍｃ（Ｇ）≥0�故γ-′ｍｃ（Ｇ）＝0．

定理5　设Ｇ＝Ｐｍ×Ｃｎ（ｎ≥3）�则γ-′ｍｃ（Ｇ）＝0．
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证明：　记Ｇ＝Ｐｍ×Ｃｎ．设ｆ为Ｇ＝Ｐｍ×Ｃｎ的反减圈控制函数且使得γ-′ｍｃ（Ｇ）＝ｆ（Ｅ（Ｇ））．为了方便�我
们记ｍ个圈分别为Ｃ1�Ｃ2�…�Ｃｍ�圏上的路分别记为 Ｐ1＝｛ｅ11�ｅ12�…�ｅ1ｎ｝�Ｐ2＝｛ｅ21�ｅ22�…�ｅ2ｎ｝�… Ｐｍ－1＝
｛ｅｍ－11 �ｅｍ－12 �…�ｅｍ－1ｎ ｝�ｆ（Ｃ1）＝ｆ（Ｅ（Ｃ1））�ｆ（Ｐ1）＝ｆ（Ｅ（Ｐ1））�ｆ（Ｐ2）＝ｆ（Ｅ（Ｐ2））等诸如此类记法．

对于每条边ｅ∈Ｅ（Ｃｉ）�其所在的导出圈分别记为Ｆｊｉ�Ｃ（Ｆｊｉ）表示对应导出圈的边集�其中ｉ＝1�2�…�ｍ
－1�ｊ＝1�2�…�ｎ�由反减圈控制数的定义有 ∑

ｅ∈Ｃ（Ｆｊｉ）
ｆ（ｅ）≤0．所以当ｅ∈Ｅ（Ｃ1）时�有ｆ（Ｃ1）＋2ｆ（Ｐ1）＋ｆ（Ｃ2）

≤0成立；当ｅ∈Ｅ（Ｃｉ）时�有ｆ（Ｃｉ－1）＋2ｆ（Ｃｉ）＋ｆ（Ｃｉ＋1）＋2ｆ（Ｐｉ－1）＋2ｆ（Ｐｉ）≤0成立�其中ｉ＝2�…�ｍ－1；
当ｅ∈Ｅ（Ｃｍ ）时�有ｆ（Ｃｍ－1）＋2ｆ（Ｐｍ－1）＋ｆ（Ｃｍ ）≤0成立．

综合上面的式子有2ｆ（Ｃ1）＋4∑ｍ
ｉ＝2ｆ（Ｃ

ｉ）＋4∑ｍ－1
ｉ＝1ｆ（Ｐ

ｉ）≤0．又ｆ（Ｃｉ）≤0（ｉ＝1�2�…�ｍ）�从而4γ-′ｍｃ（Ｇ）＝4
∑

ｅ∈Ｅ（Ｇ）ｆ（ｅ）＝4∑
ｍ

ｉ＝1ｆ（Ｃ
ｉ）＋4∑ｍ－1

ｉ＝1ｆ（Ｐ
ｉ）≤2ｆ（Ｃ1）＋4∑ｍ

ｉ＝2ｆ（Ｃ
ｉ）＋4∑ｍ－1

ｉ＝1ｆ（Ｐ
ｉ）≤0�即γ-′ｍｃ（Ｇ）≤0．又γ-′ｍｃ（Ｇ）的一个平

凡界限为γ-′ｍｃ（Ｇ）≥0�故γ-′ｍｃ（Ｇ）＝0．
由以上定理可以直接得到轮图的反减圈控制数：
推论6　对任意ｎ＋1阶轮图Ｗｎ＋1＝Ｃｎ＋Ｋ1（ｎ≥3）�均有γ-′ｍｃ（Ｗｎ＋1）＝0．
用类似定理5的证明方法可得
定理7　设Ｇ＝Ｃｍ×Ｃｎ（ｍ≥3�ｎ≥3）�则γ-′ｍｃ（Ｇ）＝0．
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