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亚纯函数的迭代级Ｂｏｒｅｌ方向

王锦熙�易才凤
（江西师范大学 数学与信息科学学院�江西 南昌 330022）

摘要：研究了无穷级亚纯函数的迭代级Ｂｏｒｅｌ方向问题�证明了从原点出发的射线 ａｒｇｚ＝θ是函数 ｆ（ｚ）的 ｐ次迭代级为 σ的
Ｂｏｒｅｌ方向的一个充分必要条件．另外�由这个结果还证明了角域内存在迭代级Ｂｏｒｅｌ方向的一个充分条件．
关　键　词：亚纯函数；迭代级；Ｂｏｒｅｌ方向；
中图分类号：Ｏ174．52　　　　文献标识码：Ａ

1　引言及相关定理

本文所涉及的复平面内亚纯函数的Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ值分布理论及其相关记号�角域内的Ａｈｌｆｏｒｓ-Ｓｈｉｍｉｚｕ特
征及其相关的定义参见文献 ［1、2］．记
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其中：　角域Ω（α�β）＝｛ｚα≤ａｒｇｚ≤β�｜ｚ｜＞0｝（0≤α＜β＜2π）．
定义1　亚纯函数ｆ（ｚ）的迭代级σｐ（ｆ）定义为

σｐ（ｆ）＝ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇｐΤ（ｒ�ｆ）
ｌｏｇｒ

�（ｐ∈Ｎ）
其中：ｌｏｇｐΤ（ｒ�ｆ）＝ｌｏｇｌｏｇｐ－1Τ（ｒ�ｆ）�…�ｌｏｇ1Τ（ｒ�ｆ）＝ｌｏｇΤ（ｒ�ｆ）�σ1（ｆ）＝σ（ｆ）

定义2［3］　设ｆ（ｚ）是一个超越亚纯函数�一条从原点出发的射线ａｒｇｚ＝θ称为ｆ（ｚ）的ｐ次迭代级为σ的
Ｂｏｒｅｌ方向�如果对任意给定的任意小的正数ε和任意复数ａ∈Ｃ∞�至多除去两个可能的例外复数�有

ｌｉｍ
———

ｒ→∞
ｌｏｇｐｎ（ｒ�Ω（θ－ε�θ＋ε）�ｆ＝ａ）

ｌｏｇｒ
＝σ

其中：　ｎ（ｒ�Ω（θ－ε�θ＋ε）�ｆ＝ａ）为扇形｛ｚθ－ε＜ａｒｇｚ＜θ＋ε�0＜｜ｚ｜＜ｒ｝上ｆ的ａ值点的个数�按其重数
计算．

幅角分布是亚纯函数值分布的重要研究方向�而奇异方向又是幅角分布中的一个重要研究对象．1928
年�Ｇ．Ｖａｌｉｒｏｎ［6］在Ｎｅｖａｎｌｉｎｎａ理论的基础上�证明了有穷正级亚纯函数的Ｂｏｒｅｌ方向的存在性之后�国内外



许多学者对此进行了研究�并取得了丰硕的成果．1994年�张学莲在文 ［4］中证明了有穷正级的亚纯函数
Ｂｏｒｅｌ方向存在性的一个充分必要条件．

定理Ａ［4］　设ｆ（ｚ）是一个σ（0＜σ＜∞ ）级亚纯函数�那么一条从原点出发的射线ａｒｇｚ＝θ是ｆ（ｚ）的一
条σ级Ｂｏｒｅｌ方向�当且仅当对任意ε＞0和0＜η＜ε以下等式成立

ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇΤ（ｒ�Ω（θ－η�θ＋η）�ｆ）

ｌｏｇｒ
＝σ

2006年�徐俊峰在文 ［5］中又证明了亚纯函数的无穷级Ｂｏｒｅｌ方向的一个充分必要条件．
定理Ｂ［5］　 设ｆ（ｚ）是一个无穷级亚纯函数�那么一条从原点出发的射线ａｒｇｚ＝θ是ｆ（ｚ）的一条无穷级

Ｂｏｒｅｌ方向�当且仅当对任意ε＞0和0＜η＜ε以下等式成立
ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇΤ（ｒ�Ω（θ－η�θ＋η）�ｆ）

ｌｏｇｒ
＝∞

我们自然提出一个问题�对于一个无穷级亚纯函数�当它的ｐ（0＜ｐ＜∞ ）次迭代级为有限时�是否具有
类似的结论呢？本文对此进行了研究�并给出了肯定的答案�所得的结果比定理Ｂ更精细．另外�由所证明
的这个结果可以进一步得到角域内至少存在一条迭代级Ｂｏｒｅｌ方向的一个充分条件．

2　主要结果

定理1　设ｆ（ｚ）是一个亚纯函数�满足σｐ（ｆ）＝σ�0＜σ＜∞�0＜ｐ＜∞�那么一条从原点出发的射线ａｒｇｚ
＝θ是ｆ（ｚ）的一条ｐ次迭代级为σ的Ｂｏｒｅｌ方向�当且仅当对任意ε＞0和0＜η＜ε以下等式成立

ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇｐΤ（ｒ�Ω（θ－η�θ＋η）�ｆ）

ｌｏｇｒ
＝σ （1）

注：在定理Ｂ中�给出了ｆ（ｚ）的一条无穷级Ｂｏｒｅｌ方向的一个充分必要条件�而定理1给出了ｆ（ｚ）的一
条ｐ次迭代级为σ的Ｂｏｒｅｌ方向的一个充分必要条件�本文结果比定理Ｂ更精细．

系设ｆ（ｚ）是一个超越整函数�满足σｐ（ｆ）＝σ�0＜σ＜∞�0＜ｐ＜∞�Ｍ（ｒ�ｆ）＝ｓｕｐ｜ｚ｜＝ｒ｜ｆ（ｚ）｜�那么一条从原
点出发的射线ａｒｇｚ＝θ是ｆ（ｚ）的一条ｐ次迭代级为σ的Ｂｏｒｅｌ方向�当且仅当对任意ε＞0和0＜η＜ε以下
等式成立

ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇｐ＋1Ｍ（ｒ�Ω（θ－η�θ＋η）�ｆ）

ｌｏｇｒ
＝σ （2）

运用定理1的结论�我们可以得到角域内至少存在一条迭代级Ｂｏｒｅｌ方向的一个充分条件．即下述定理
2．

定理2　设ｆ（ｚ）是一个亚纯函数�满足σｐ（ｆ）＝σ�0＜σ＜∞�0＜ｐ＜∞．记角域Ωε＝Ω（α＋ε�β－ε）．如
果对任意ε＞0�有

ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇｐΤ（ｒ�Ωε�ｆ）

ｌｏｇｒ
＝σ

则在Ω（α�β）内至少存在一条从原点出发的射线ａｒｇｚ＝θ是ｆ（ｚ）的一条ｐ次迭代级为σ的Ｂｏｒｅｌ方向．

3　定理的证明

定理的证明需要用到下面的引理：
引理 ［2］　设ｆ（ｚ）是角域Ω＝Ω（θ－η�θ＋η）及Ω′＝（θ－ε�θ＋ε）（0＜η＜ε）中的亚纯函数�则有

Τ（ｒ�Ω�ｆ）≤3∑3
ｉ＝1Ｎ（2ｒ�Ω′�ｆ＝ａｉ）＋Ｏ（（ｌｏｇｒ）2）

定理1的证明　充分性：为了证明从原点出发的射线ａｒｇｚ＝θ是ｆ（ｚ）的一条ｐ次迭代级为σ的Ｂｏｒｅｌ方
向�只须证明对任意ε＞0和任意复数ａ∈Ｃ∞�至多除去两个可能的例外复数�有
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ｌｉｍ
———

ｒ→∞
ｌｏｇｐＮ（ｒ�Ω（θ－ε�θ＋ε）�ｆ＝ａ）

ｌｏｇｒ
＝σ

假设结论不成立�则存在三个复数ａｉ（ｉ＝1�2�3）使得
ｌｉｍ
———

ｒ→∞
ｌｏｇｐＮ（ｒ�Ω（θ－ε�θ＋ε）�ｆ＝ａ）

ｌｏｇｒ
＜σ

由引理�当0＜η＜ε时�记Ω＝Ω（θ－η�θ＋η）和Ω′＝（θ－ε�θ＋ε）�有
Τ（ｒ�Ω�ｆ）≤3∑3

ｉ＝1Ｎ（2ｒ�Ω′�ｆ＝ａｉ）＋Ｏ（（ｌｏｇｒ）2）
从而

ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇｐΤ（ｒ�Ω�ｆ）

ｌｏｇｒ
≤ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇｐ3∑3

ｉ＝1Ｎ（2ｒ�Ω′�ｆ＝ａｉ）
ｌｏｇｒ

＋Ｏ（1）＜σ
这与已知矛盾．这样�充分性得证．

必要性：假设结论不成立．因为函数Ａ与Τ有相同的增长级�则存在某个ε和η（0＜η＜ε）以及σ1�使得
ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇｐＡ（ｒ�Ω�ｆ）

ｌｏｇｒ
≤σ1＜σ （3）

其中：　Ω＝Ω（θ－η�θ＋η）．取ｒ＝2ｋ（ｋ＝1�2�… ）�用Ｅｋ表示满足下式的ａ值的集合
ｎ（2ｋ�Ω�ｆ＝ａ）≥ｋ2ｅｘｐｐ－1（2ｋσ1）

当ｒ充分大时�Ｅｋ的球形测度不超过πｋ－2．事实上�假设Ｅｋ的球形测度小于πｋ－2�则由函数Ａ的几何
意义�即πＡ表示Ｆｒ＝ｆ｛｜ｚ｜≤ｒ｝在Ｒｉｅｍａｎｎ球面上的面积�并按覆盖的重数计算．那么

Ａ（2ｋ�Ω�ｆ）＞1πｋ
2ｅｘｐｐ－1（2ｋσ1）πｋ－2

＝ｅｘｐｐ－1（2ｋσ1）＝ｅｘｐｐ－1（ｒσ1）
这与 （3）式相矛盾．

令Ｅ＝∩∞
ｊ＝1∪

∞
ｋ＝ｊＥｋ．因为∑ｋ－2收敛�故Ｅ的球形测度是零．对任意ａ∉Ｅ�当ｒ充分大时�假设2ｋ＜ｒ＜2ｋ＋1�则

有

ｎ（ｒ�Ω；ｆ＝ａ）≤ｎ（2ｋ＋1�Ω；ｆ＝ａ）
＜（ｋ＋1）2ｅｘｐｐ－1（2（ｋ＋1）σ1）
＜（ｋ＋1）2ｅｘｐｐ－1（2σ1ｒσ1）

ｎ（ｒ�Ω；ｆ＝ａ）≤ｅｘｐｐ－1（ｒσ2）（0＜σ1＜σ2＜σ）
因为Ｅ的球形测度是零�从而几乎对每个ａ�当ｒ充分大时�上式都成立．这与射线ａｒｇｚ＝θ是ｆ（ｚ）的一条ｐ
次迭代级为σ的Ｂｏｒｅｌ方向相矛盾�必要性也成立．故我们的结论成立．

定理2的证明　将角域Ωε等分成两个角域Ω11�Ω12�则Ω11�Ω12中至少有一个角域 （记这个角域为Ω1）
满足

ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇｐΤ（ｒ�Ω1�ｆ）

ｌｏｇｒ
＝σ

继续将Ω1等分成两个角域Ω21�Ω22�则Ω21�Ω22中至少有一个角域 （记这个角域为Ω2）满足

ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇｐΤ（ｒ�Ω2�ｆ）

ｌｏｇｒ
＝σ

如此无限等分下去�必存在一条射线ａｒｇｚ＝θ�使得对任意ε＞0和0＜η＜ε有
ｌｉｍ
ｒ→∞
ｌｏｇｐΤ（ｒ�Ω（θ－η�θ＋η�）ｆ）

ｌｏｇｒ
＝σ

由定理1可知�射线ａｒｇｚ＝θ即为ｆ（ｚ）的一条ｐ次迭代级为σ的Ｂｏｒｅｌ方向．定理证毕．
（下转第110页 ）
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