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直径为5的树的优美性
陈相兵

（四川大学 数学学院�四川 成都 610064）

摘要：本文利用移边定理 （引理1）�对星型树进行移边操作�针对不同情况�得到了相应特殊标号点分布的双星型树�再技巧性
地移边�最终得到一组具体的优美标号�证明了任一直径为5的树的优美性．
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　　优美树猜想至今是个悬而未决的世界难题�在此领域所出结果层出不穷�其应用范围涵及计算机领域、
数论等�其重要性不言而喻．Ｈｕａｎｇ等人提出 “直径为4的树是否优美 ［4］ ”是解决本猜想的一个关键问题�该
问题现已解决 ［1］．本文在此基础之上对 “直径为5的树是否优美 ”进行了一些研究．

1　定义及引理

定义1　Ｔ是树�若其标号ｆ满足：
ｆ［Ｖ（Ｔ） ］＝｛ｆ（ｕ）｜ｕ∈Ｖ（Ｔ）｝＝｛0�1�2�…�｜Ｅ（Ｔ）｜｝
ｌｆ［Ｅ（Ｔ） ］＝｛ｌｆ（ｕｖ）＝｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜｜ｕｖ∈Ｅ（Ｔ）｝＝｛1�2�…�｜Ｅ（Ｔ）｜｝

则称ｆ为Ｔ的一个优美标号�称Ｔ是一棵优美树�记ｌｆ是ｆ所导出的边标号．
定义2　设树Ｔ为一优美树�ｕ�ｖ∈Ｅ（Ｔ）�ｄｅｇｕ≥2�其中ｄｅｇｕ0＝1�且ｕ0是ｕ的悬挂点�将ｕｕ0移至顶点

ｖ上得到一棵新树�称为Ｔ的移边树Ｔ′＝Ｔ－ｕｕ0＋ｖｕ0．
Ｈｕａｎｇ�Ｒｏｓａ等人提出了下述的移边定理：
引理1　设Ｔ是一棵优美树�其优美标号函数为ｆ�ｕ和ｖ是Ｔ的两个顶点�ｕ1和ｕ2是与ｕ邻接的两个

叶．
（1）如果ｆ（ｕ1）＋ｆ（ｕ2）＝ｆ（ｕ）＋ｆ（ｖ）�则Ｔ的移边树Ｔ′＝Ｔ－ｕｕ1－ｕｕ2＋ｖｕ1＋ｖｕ2仍是以ｆ为优美标号

的优美树．
（2）如果2ｆ（ｕ1）＝ｆ（ｕ）＋ｆ（ｖ）�则Ｔ的移边树Ｔ″＝Ｔ－ｕｕ1＋ｖｕ1也是以ｆ为优美标号的优美树．
引理2［2］　优美图Ｇ关于优美标号的最大标号点 （或最小标号点 ）与平衡二分图Ｈ关于平衡标号的最

大标号点、最小标号点、二分点和对偶二分点中的任何一点粘接一起�所得到的图Ｇ·Ｈ是优美图．（平衡二
分树又名交叉树 ）

2　主要结论及证明

定理　直径为5的树都是优美性．



证明　直径为5的树的一般形式如图1�其中�Ｐ1为与ａ0邻接的悬挂点数目�Ｐ2为与ｂ0邻接的悬挂点

图1　Ｔ（Ｐ1�Ｐ2；Ｓ1�Ｓ2）

数目�Ｓ1与Ｓ2为与左右端点邻接枝上叶子数�详见图1．Ｌｉ�ｌｊ
≥1�1≤ｉ≤Ｐ1�1≤ｊ≤Ｐ2�Ｐ1�Ｐ2≥1�Ｓ1�Ｓ2≥0�用ａ0�ｂ0表示
左右中心端点�ａｉ（1≤ｉ≤Ｐ1＋Ｓ1）表示与ａ0邻接的顶点�ｂｉ（1
≤ｉ≤Ｐ2＋Ｓ2）表示与 ｂ0邻接的顶点�ａｉｊ（1≤ｉ≤Ｐ1�1≤ｊ≤
Ｌｉ）、ｂｉｊ（1≤ｉ≤Ｐ2�1≤ｊ≤ｌｉ）分别表示长在ａｉ与ｂｉ上的叶．

首先�令Ｐ＝Ｐ1＋Ｐ2�Ｓ＝Ｓ1�ｌｉ＝ｌｉ（1≤ｉ≤Ｐ2）�ｌｉ＝Ｌｉ－Ｐ2
（Ｐ2＋1≤ｉ≤Ｐ2＋（Ｐ1＋Ｓ1））�ｑ＝Ｐ1＋Ｐ2＋Ｓ1＋∑

Ｐ1

ｉ＝1Ｌｉ＋∑
Ｐ2

ｉ＝1ｌｉ＋
1＝ΔＰ＋Ｓ＋∑Ｐ1＋Ｐ2

ｉ＝1ｌｉ＋1．
对Ｐ1＋Ｐ2＋Ｓ1＝Ｐ＋Ｓ分成奇数和偶数两种情况进行讨论．
情况1　当Ｐ＋Ｓ＝2ｎ＋1（ｎ＝1�2�… ）时
首先�设有ｑ条边的星型树为Ｔ∗�中心点ｑ�其余悬挂点集为｛0�1�…�ｑ－1｝．
其次�利用引理1对Ｔ∗进行移边．
（1）当Ｐ2为偶数时�则将ｉ�ｑ－ｉ（ｉ＝1�2�…�Ｐ22）的Ｐ2个叶连同其关联的边从标号为ｑ的点移至与0标

号点相关联处�变成双星形树Ｔ∗∗．
（2）当Ｐ2为奇数时�令Ｐ2′＝Ｐ2－1�Ｐ＝Ｐ1＋Ｐ2′�Ｓ＝Ｓ1�

ｌｉ＝ｌｉ（1≤ｉ≤Ｐ2′）�ｌｉ＝Ｌｉ－Ｐ2′（Ｐ2′＋1≤ｉ≤Ｐ2′＋（Ｐ1＋Ｓ1））�　　　
ｑ＝Ｐ1＋Ｐ2′＋Ｓ1＋∑

Ｐ1＋Ｐ2′
ｉ＝1ｌｉ＋1＝Ｐ＋Ｓ＋∑

Ｐ1＋Ｐ2′
ｉ＝1ｌｉ＋1．

由于Ｐ1＋（Ｐ2－1）＋Ｓ1＝Ｐ1＋Ｐ2′＋Ｓ1＝Ｐ＋Ｓ为偶数�这就变成了情况2�在该情况中讨论�得到优美标
号后�我们在ｂ0点添加Ｓ2条悬挂边�标号集为｛ｑ＋1�ｑ＋2�…�ｑ＋Ｓ2｝�然后粘接一个中心点ｌｐ2＋1�其余悬
挂点集为｛0�1�…�ｌｐ2｝的交叉树�由引理2知�将标号为ｌＰ2的点与ｂ0（ｆ（ｂ0）＝0）粘接�此图仍是优美的．

综上可知�在情况1中�我们只须考虑Ｐ2为偶数．
最后�对Ｔ∗∗进行再移边�使之与Ｔ（Ｐ1�Ｐ2；Ｓ1�Ｓ2）同构．这里我们分三种情况给予讨论．
令

ｆ（ｂｉ）＝
0�ｉ＝0
ｉ＋1
2�ｉ＝1�3�…�Ｐ2－1
ｑ－ｉ2�ｉ＝2�4�…�Ｐ2

ｆ（ａｉ）＝
ｑ�ｉ＝0
Ｐ2
2＋
ｉ＋1
2�ｉ＝1�3�…�2ｎ－Ｐ2＋1

ｑ－Ｐ2＋ｉ2 �ｉ＝2�4�…�2ｎ－Ｐ2
当ｌｉ（ｉ＝1�2�…�Ｐ2�…�Ｐ2＋Ｐ1）均为奇数时�对Ｔ∗∗进行移边�将｛ｎ＋2�…�ｑ－（ｎ＋1）｝连同与其关联

的边从标号ｑ的点移至1标号点相关联处�得到移边树Ｔ1∗∗．｛ｎ＋2�…�ｑ－（ｎ＋1）｝中第一点与倒数第一
点�第二点与倒数第二点……的标号之和都为ｑ＋1．由引理1�Ｔ1∗∗是优美的．

对Ｔ1
∗∗继续移边�将连续标号点 ｎ＋1＋ｌ1＋12 �…�ｑ－（ｎ＋1＋ｌ1＋12 ） 连同与其关联的边都从1标号点

移至与ｑ－1标号点关联处�得到移边树Ｔ2∗∗�显然Ｔ2∗∗也是优美的 （引理1）．
标号 ｎ＋2�…�ｎ＋ｌ1＋12 ∪ ｑ－（ｎ＋ｌ1＋12 ）�…�ｑ－（ｎ＋1） 的ｌ1个点留在1标号点相关联处．当ｌ1＝
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1�｛ｑ－（ｎ＋1）｝留在1标号点处．
一直这样进行下去�从ｑ－1标号点移边至2标号点的关联处�再从2至ｑ－2……最终通过不断的移边

将Ｔ∗∗变成Ｔ（Ｐ1�Ｐ2；Ｓ1�0）�再由 （2）可得到Ｔ（Ｐ1�Ｐ2；Ｓ1�Ｓ2）�它也是优美的�优美标号易得．
当ｌｉ（ｉ＝1�2�…�Ｐ2�…�Ｐ2＋Ｐ1）均为偶数时�可得ｑ＝Ｐ＋Ｓ＋∑ｐ

ｉ＝1ｌｉ＋1为偶．跟上述类似对Ｔ∗∗进行合适
地移边�将连续的标号点集｛ｎ＋2�…�ｑ－（ｎ＋1）｝连同其相关联的边从标号为ｑ的点移至1标号点处�得到
移边树Ｔ1

∗∗�显然得到树Ｔ1∗∗是优美的．

对Ｔ1
∗∗再移边�将标号为 ｎ＋ｌ12＋1�…�

ｑ
2－1�

ｑ
2＋1�…�ｑ－（ｎ＋

ｌ1
2＋1） 的点与其关联边移至ｑ－1

标号点处�得到新的移边树Ｔ2∗∗．标号为
ｑ
2 ∪ ｎ＋2�…�ｎ＋ｌ12 ∪ ｑ－（ｎ＋ｌ12）�…�ｑ－（ｎ＋1） （∗ ）

的点与其关联边留于1标号点处．当ｌ1＝2时�（∗ ）变为 ｑ
2 ∪｛ｑ－（ｎ＋1）｝．

对Ｔ2
∗∗继续移边�将标号为 ｎ＋ｌ1＋ｌ22 ＋1�…�ｑ2＋2�…�ｑ－（ｎ＋

ｌ1＋ｌ2
2 ） 的点及其关联边移至与2标

号点关联处�从而得到移边树Ｔ3∗∗．标号集
ｑ
2＋1∪ ｎ＋ｌ12＋1�…�ｎ＋ｌ1＋

ｌ2
2 ∪ ｑ－（ｎ＋ｌ1＋ｌ22－1）�…�ｑ－（ｎ＋

ｌ1
2＋1） （∗∗ ）

的点与其关联边留于ｑ－1标号点的关联处．当ｌ1＝2时�（∗∗ ）变为 ｑ
2＋1∪ ｎ＋ｌ12＋1） ．

这样�照上述情况中的移边顺序不断做下去�最终可将Ｔ∗∗通过移边变成Ｔ（Ｐ1�Ｐ2；Ｓ1�0）�故此可得到
Ｔ（Ｐ1�Ｐ2；Ｓ1�Ｓ2）�它也是优美的�优美标号易得．

若在｛ｌ1�ｌ2�…�ｌＰ2＋Ｐ1｝中�既有奇数�又有偶数时：
不妨设｛ｌｉ｜1≤ｉ≤Ｐ2｝中奇数集合为Ａ1＝｛ｌ1�ｌ2�…�ｌｒ2｝�偶数集合为Ａ2＝｛ｌｒ2＋1�…�ｌＰ2｝�｛ｌｉ｜Ｐ2＋1≤ｉ≤

Ｐ2＋Ｐ1｝中奇数集合为Ｂ1＝｛ｌＰ2＋1�…�ｌＰ2＋ｒ1｝�偶数集合为Ｂ2＝｛ｌＰ2＋ｒ2＋1�…�ｌＰ2＋Ｐ1｝．具体操作顺序为�按照上
述标号顺序依次操作下述集合：Ａ1→Ａ2→Ｂ2→Ｂ1．

情况2　当Ｐ＋Ｓ＝2ｎ（ｎ＝1�2�… ）时
（1）Ｓ1＝0时�Ｐ1＋Ｐ2为偶数．
当Ｐ2为偶时�那么Ｐ1为偶．
若Ｐ2＋Ｓ2为奇�则Ｐ1＋（Ｐ2＋Ｓ2）为奇�显然符合情况1；
若Ｐ2＋Ｓ2为偶�那么Ｓ2为偶�则
当Ｓ2＝0时�将Ｐ1－1作为新的Ｐ1�那么 （Ｐ1－1）＋Ｐ2＋Ｓ1为奇�符合情况1；
当Ｓ2≥2时�令Ｓ2－1为新的Ｓ2�先操作Ｐ1作为新的Ｐ2�Ｐ2与Ｓ2－1作为新的Ｐ1与Ｓ1�显然Ｐ1＋Ｐ2＋

（Ｓ2－1）为奇�正好符合情况1．
当Ｐ2为奇时�那么Ｐ1亦为奇．
若Ｐ2＋Ｓ2为奇�则将Ｐ1－1作为新的Ｐ2�Ｐ2＋Ｓ2作为新Ｐ1＋Ｓ1�又为奇�符合情况1；
若Ｐ2＋Ｓ2为偶�那么Ｓ2为奇．将Ｐ2－1作为新的Ｐ2�显然符合情况1．
（2）Ｓ1≥1时�
（2．1）Ｐ2为偶时�那么Ｐ1＋Ｓ1为偶．
若Ｐ2＋Ｓ2为奇�则
Ｐ1为偶�那么将Ｐ1作为新的Ｐ2�Ｐ2＋Ｓ2作为新的Ｐ1＋Ｓ1�显然符合情况1；
Ｐ1为奇�那么Ｓ1为奇�将Ｐ2－1（偶 ）作为新Ｐ2�Ｐ2＋Ｓ2作为新Ｐ1＋Ｓ1�符合情况1．
若Ｐ2＋Ｓ2为偶：那么Ｓ2为偶．因为Ｐ2为偶�则Ｐ1＋Ｓ1为偶．这里我们分两种情况讨论．
Ⅰ．当Ｐ1为奇时�Ｓ1为奇．
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若ｑ为奇数�Ｔ∗∗中的｛ｑ－ｎ｝与 ｑ＋1
2 对调�操作类似情况1．

若ｑ为偶数�操作同下面的ｑ为偶数的情况．
Ⅱ．当Ｐ1为偶时�Ｓ1为偶�对Ｔ∗∗调整如下．
当ｑ为奇数时�将Ｔ∗∗中的｛ｑ－ｎ｝与 ｑ＋1

2 对调�剩下的操作与情况1类似．令Ｃ＝Δ｛ｌｉ｜1≤ｉ≤Ｐ2＋Ｐ1｝�
Ｃ中全为奇数时�显然ｑ为奇；Ｃ中全为偶时�显然ｑ为奇；Ｃ中有奇有偶时�只有Ａ1与Ｂ1出现奇数个奇�奇
数个偶时�Ａ2与Ｂ2同样如此时�ｑ才会出现的偶数的情况�否则ｑ就为奇．

当ｑ为偶数时�将Ｔ∗∗中的｛ｑ－ｎ｝与｛ｎ＋1｝对调�其中ｌｉ是上述ｑ为奇数中第一种情况．标号点操作顺
序为：ｑ→2→ｑ－1→1→ｑ－2→…�省略号后面的操作类似情况1的第三种情况．

（2．2）当Ｐ2为奇时�那么Ｐ1＋Ｓ1为奇．将Ｐ2－1作为新的Ｐ2�显然符合情况1．
综合情况1、情况2�得出结论：任意直径为5的树都是优美的．
下面指出Ｔ（3�2；4�5）及Ｔ（2�2；3�0）的优美标号如下．
Ｔ（3�2；4�5）：左边中心点ａ0标号为｛29｝�与ａ0邻接的非悬挂点标号｛2�3�27｝�其邻接点标号对应为

｛｛10�11�12�17�18�19�20｝�｛15｝�｛13�14�16｝｝�ａ0悬挂点标号｛4�25�5�26｝；按此标号顺序列出ｂ0右边相
应标号�｛0｝�｛28�1｝�｛｛7�8�9�21�22｝�｛6�23�24｝｝�｛30�31�32�33�34｝．

同理�Ｔ（2�2；3�0）对应标号如下．
ａ0：｛22｝�｛3�20｝�｛｛11�12｝�｛15｝�｛13�14�10�9�15｝｝�｛2�4�19｝；
ｂ0：｛0｝�｛21�1｝�｛｛6�7�8�16｝�｛5�17�18｝｝．
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