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Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分交换子的加权Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ估计

郑雄军�李水康
（江西师范大学 数学与信息科学学院�江西 南昌 330022）

摘要：讨论了齐性核的Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分μΩ和某一类加权Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间的函数ｂ生成的交换子μｂΩ的性质�利用ｓｈａｒｐ极大
函数技术�证明Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分交换子μｂΩ是由Ｌｐ（ν）到Ｌｑ（ν1－ｑ）的连续映照�改进了一些已知结果。
关　键　词：交换子；加权Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ空间；Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分
中图分类号：Ｏ174∙2　　　　　　文献标识码：Ａ

　　设Ｓｎ－1是赋予标准的Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度ｄσ欧氏空间Ｒｎ（ｎ≥2）上的单位球面。Ω是Ｒｎ上的零次齐次函
数且满足∫Ｓｎ－1Ω（ｘ）ｄｘ′＝0。

Ｓｔｅｉｎ定义高维Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分算子如下：

μΩ（ｆ）（ｘ） ＝ （∫∞0 ｜Ｆｔ（ｆ）（ｘ）｜2ｄｔｔ3 ）12 （1）
其中Ｆｔ（ｆ）（ｘ） ＝∫｜ｘ－ｙ｜≤ｔΩ（ｘ－ｙ）｜ｘ－ｙ｜ｎ－1ｆ（ｙ）ｄｙ。

定义Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分交换子为：
μｂΩ（ｆ）（ｘ） ＝ （∫∞0 ｜Ｆｔ�ｂ（ｆ）（ｘ）｜2ｄｔｔ3 ）12 （2）

其中Ｆｔ�ｂ（ｆ）（ｘ） ＝∫｜ｘ－ｙ｜≤ｔΩ（ｘ－ｙ）｜ｘ－ｙ｜ｎ－1｜ｂ（ｘ） －ｂ（ｙ）｜ｆ（ｙ）ｄｙ。

称Ω满足Ｄｉｎｉ型条件�如果

∫10ω（δ）δ ｌｏｇ1δｄδ＜∞ （3）
其中ω（δ） ＝ｓｕｐ｛｜Ω（ｘ） －Ω（ｙ）｜：｜ｘ－ｙ｜＜δ�ｘ�ｙ∈Ｓｎ－1｝。

Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分交换子μｂΩ首先是由Ｔｏｒｃｈｉｎｓｋｙ和Ｗａｎｇ［1］ 引进�他们证明了当Ω∈ Ｌｉｐａ（Ｓｎ－1）
（0＜α≤1）�则μｂΩ是Ｌｐ（Ｒｎ）（1＜ｐ＜∞ ）上的有界算子。2002年�Ｄｉｎｇ�Ｌｕ和Ｙａｂｕｔａ［2］得到如下结果：
当Ω∈Ｌｑ（Ｓｎ－1）�ｑ＞1时�μｂΩ在Ｌｐ上有界。有关Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分交换子的结果详见文献 ［3、4］。

此外�Ｂｌｏｏｍ［5］ 证明了一个交换子定理�其内容如下：设 λ�μ为权�则由 Ｈｉｌｂｅｒｔ算子 Ｈ及 ｂ∈
ＢＭＯ（Ｒｎ）生成交换子 ［ｂ�Ｈ］是Ｌｐ（μ）到Ｌｐ（λ）有界当且仅当ｂ∈ＢＭＯ（μλ）1ｐ。



2007年�Ｈｕ和Ｇｕ［6］证明了交换子 ［ｂ�Ｔ］是Ｌｐ（μ）到Ｌｐ（μ1－ｑ）有界当且仅当ｂ∈Ｌｉｐβ�υ其中Ｔ是奇异
积分算子。受此文启发�本文考虑了Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分交换子的加权的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ估计。本文的主要结果
为：

定理1　设μΩ为 （1）定义的Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分�Ω是零次齐次函数�∫Ｓｎ－1Ω（ｘ）ｄｘ′＝0且满足Ｄｉｎｉ型
条件 （3）。又设ｂ（ｘ）∈Ｌｉｐβ�ｖ�ｖ∈Ａ1（Ｒｎ）�1／ｑ＝1／ｐ－β／ｎ�其中0＜β＜1�1＜ｐ＜ｑ＜∞。则交换子
μｂΩ是Ｌｐ（ｖ）到Ｌｑ（ｖ1－ｑ）上的有界算子。

1　预备知识和概念

设ｖ是Ｒｎ上的非负的局部可积函数�如果对于任意的球Ｂ⊂Ｒｎ�存在常数Ｃ使得
1
｜Ｂ｜∫Ｂｖ（ｘ）ｄｘ 1

｜Ｂ｜∫Ｂ（ｖ（ｘ））1ｐ－1ｄｘｐ－1≤Ｃ�
则称ｖ为Ａｐ（Ｒｎ）（1＜ｐ＜∞ ）权。

对于任意的球Ｂ⊂Ｒｎ�如果存在常数Ｃ使得 1
｜Ｂ｜∫Ｂｖ（ｘ）ｄｘ≤Ｃｖ（ｘ）�ａ．ｅ．ｘ∈Ｒｎ�则称ｖ∈Ａ1（Ｒｎ）权。

设ｖ为局部可积函数�如果对于任意的球Ｂ⊂Ｒｎ�存在常数Ｃ使得
1
｜Ｂ｜∫Ｂ（ｖ（ｘ））ｑｄｘ1／ｑ 1

｜Ｂ｜∫Ｂ（ｖ（ｘ））－ｐ′ｄｘ1／ｐ′≤Ｃ�
其中1／ｐ＋1／ｐ′＝1�则称ｖ属于Ａｐ�ｑ（1＜ｐ�ｑ＜∞ ）。

极大函数Ｍｆ（ｘ）�ｓｈａｒｐ极大函数Ｍ＃ｆ（ｘ）分别定义如下：

Ｍｆ（ｘ） ＝ｓｕｐ
ｘ∈Ｂ

1
｜Ｂ｜∫Ｂ｜ｆ（ｙ）｜ｄｙ�

Ｍ＃ｆ（ｘ） ＝ｓｕｐ
ｘ∈Ｂ

1
｜Ｂ｜∫Ｂ｜ｆ（ｙ）－ｆＢ｜ｄｙ～ｓｕｐｘ∈ＢｉｎｆＣ 1

｜Ｂ｜∫Ｂ｜ｆ（ｙ）－Ｃ｜ｄｙ�其中ｆＢ ＝ 1
｜Ｂ｜∫Ｂ｜ｆ（ｙ）｜ｄｙ。

设ｆ为Ｒｎ上的局部可积函数�1≤ｐ≤∞�ｖ∈Ａ∞ （Ｒｎ）�如果
ｓｕｐ
Ｂ

1
ｖ（Ｂ）β／ｎ

1
ｖ（Ｂ）∫Ｂ｜ｆ（ｘ） －ｆＢ｜ｐｖ（ｘ）1－ｐｄｘ1／ｐ≤Ｃ＜∞�

其中ｓｕｐ取遍Ｒｎ中所有的球Ｂ�则称ｆ∈Ｌｉｐｐβ�ｖ。
为方便起见�记 Ｌｉｐｐβ�ｖ∶＝Ｌｉｐｐβ�ｖ。设 ｖ∈ Ａ1（Ｒｎ）�Ｇａｒｃｉａ-Ｃｕｅｒｖａ［7］ 证明了 ‖ｆ‖Ｌｉｐｐβ�ｖ（1＜ｐ≤ ∞ ）与

‖ｆ‖Ｌｉｐβ�ｖ等价�此外�定义Ｍδｆ（ｘ） ＝Ｍ（｜ｆ｜
δ）1／δ（ｘ）�Ｍ＃δｆ（ｘ） ＝Ｍ＃（｜ｆ｜δ）1／δ（ｘ）。

引理1　设Ｍａｒｃｉｎｋｉｅｗｉｃｚ积分交换子μｂΩ如 （2）定义�Ω�ｂ�ｖ满足定理1中的条件�设1／ｑ＝1／ｐ－β／ｎ�
其中0＜β＜1。又设0＜δ＜1＜ｒ＜ｎ／β�则存在常数Ｃ＞0使得对于任意光滑函数ｆ及几乎处处ｘ∈
Ｒｎ�有

Ｍ＃δ（μｂΩ（ｆ））（ｘ）≤Ｃｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖ（Ｍ
Ω
β�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ） ＋Ｍβ�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ） ＋Ｍβ�ｖ�ｒ（μΩ（ｆ））（ｘ））�

其中 Ｍβ�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ） ＝ｓｕｐ
ｘ∈Ｂ

1
ｖ（Ｂ）1－ｒβ／ｎ∫Ｂ｜ｆ（ｙ）｜ｒｖ（ｙ）ｄｙ1／ｒ�

ＭΩβ�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ） ＝ｓｕｐ
ｘ∈Ｂ

1
ｖ（Ｂ）1－ｒβ／ｎ∫Ｂ｜Ω（ｘ－ｙ）ｆ（ｙ）｜ｒｖ（ｙ）ｄｙ1／ｒ。

证明　给定ｘ∈Ｒｎ�令Ｑ＝Ｑ（ｘ0�ｈ）且ｘ∈Ｑ�Ｑ∗ ＝Ｑ（ｘ0�4ｎｈ）。以ｂＱ∗表示ｂ在Ｑ∗ 上的积分平
均�注意到

ｂ（ｙ）Ｆｔ（ｆ）（ｙ） －Ｆｔ（ｂｆ）（ｙ） ＝ （ｂ（ｙ） －ｂＱ∗ ）Ｆｔ（ｆ）（ｙ） －Ｆｔ（（ｂ－ｂＱ∗ ）ｆ）（ｙ）
＝ （ｂ（ｙ） －ｂＱ∗ ）Ｆｔ（ｆ）（ｙ） －Ｆｔ（（ｂ－ｂＱ∗ ）ｆχＱ∗ ）（ｙ） －Ｆｔ（ｂ－ｂＱ∗ｆχ（Ｑ∗ ）ｃ（ｙ）
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记μΩ（（ｂ－ｂＱ∗ ）ｆχ（Ｑ∗ ）ｃ（ｘ0） ＝‖Ｆｔ（（ｂ－ｂＱ∗ ）ｆχ（Ｑ∗ ）ｃ（ｘ0）‖Ｈ�由三角不等式得
｜μｂΩ（ｆ）（ｙ） －μΩ（（ｂ－ｂＱ∗ ）ｆχ（Ｑ∗ ）ｃ（ｘ0）｜
≤‖ （ｂ（ｙ） －ｂＱ∗ ）Ｆｔ（ｆ）（ｙ）‖Ｈ＋‖Ｆｔ（（ｂ－ｂＱ∗ ）ｆχＱ∗ ）（ｙ）‖Ｈ＋
‖Ｆｔ（（ｂ－ｂＱ∗ ）ｆχＱ∗ ）（ｙ） －Ｆｔ（（ｂ－ｂＱ∗ ）ｆχＱ∗ ）（ｘ0）‖Ｈ∶＝Ａ（ｙ） ＋Ｂ（ｙ） ＋Ｃ（ｙ）。
下面分别估计Ａ（ｙ）�Ｂ（ｙ）和Ｃ（ｙ）。对于Ａ（ｙ）�由Ｈöｌｄｅｒ不等式得：
　　　　 1

｜Ｑ｜∫Ｑ ［Ａ（ｙ） ］δｄｙ1／δ＝ 1
｜Ｑ｜∫Ｑ｜ｂ（ｙ） －ｂＱ∗ ｜δ｜μΩ（ｆ）（ｙ）｜δｄｙ1／δ

　　　≤Ｃ 1
｜Ｑ｜∫Ｑ｜ｂ（ｙ） －ｂＱ∗ ｜｜μΩ（ｆ）（ｙ）｜ｄｙ

　　　≤Ｃ 1
｜Ｑ∗ ｜∫Ｑ∗ ｜ｂ（ｙ） －ｂＱ∗ ｜ｒ′｜ｖ（ｙ）1－ｒ′ｄｙ1／ｒ′ 1

｜Ｑ∗ ｜∫Ｑ∗ ｜μΩ（ｆ）（ｙ）｜ｒ｜ｖ（ｙ）ｄｙ1／ｒ
　　　≤Ｃｖ（Ｑ）｜Ｑ｜‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭβ�ｖ�ｒ（μΩ（ｆ））（ｘ）≤Ｃｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭβ�ｖ�ｒ（μΩ（ｆ））（ｘ）。

对于Ｂ（ｙ）�使用Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式并注意到μΩ是弱 （1�1）型的�有
1
｜Ｑ｜∫Ｑ ［Ｂ（ｙ） ］δｄｙ1／δ＝ 1

｜Ｑ｜∫Ｑ｜μΩ（（（ｂ－ｂＱ∗ ）ｆχＱ∗ ）（ｙ）））｜δ 1／δ　　　　
　　　≤Ｃ 1

｜Ｑ∗ ｜
‖μΩ（（ｂ－ｂＱ∗ ）ｆχＱ∗ ）χＱ∗‖δ

｜Ｑ∗ ｜1／δ－1

　　　≤Ｃ 1
｜Ｑ∗ ｜‖μΩ（（ｂ－ｂＱ∗ ）ｆχＱ∗‖ＷＬ1

　　　≤Ｃ 1
｜Ｑ∗ ｜∫Ｑ∗ ｜ｂ－ｂＱ∗ ｜｜ｆ（ｙ）｜ｄｙ

　　　≤Ｃｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭβ�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ）。
记ｇ＝ （ｂ－ｂＱ∗ ）ｆχ（Ｑ∗ ）ｃ�则

Ｃ（ｙ） ＝∫∞0 ｜∫｜ｙ－ｚ｜≤ｔΩ（ｙ－ｚ）｜ｙ－ｚ｜ｎ－1ｇ（ｚ）ｄｚ－∫｜ｘ0－ｚ｜≤ｔ Ω（ｘ0－ｚ）
｜ｘ0－ｚ｜ｎ－1

ｇ（ｚ）ｄｚ
2ｄｔ
ｔ3

1／2

≤ ∫∞0 ［∫｜ｙ－ｚ｜≤ｔ�｜ｘ0－ｚ｜＞ｔΩ（ｙ－ｚ）｜ｙ－ｚ｜ｎ－1ｇ（ｚ）ｄｚ］
2ｄｔ
ｔ3

1／2
＋∫∞0 ［∫｜ｘ0－ｚ｜≤ｔ�｜ｙ－ｚ｜＞ｔΩ（ｘ0－ｚ）｜ｘ0－ｚ｜ｎ－1

ｇ（ｚ）ｄｚ］2ｄｔ
ｔ3

1／2

＋∫∞0 ［∫｜ｙ－ｚ｜≤ｔ�｜ｘ0－ｚ｜≤ｔ Ω（ｙ－ｚ）｜ｙ－ｚ｜ｎ－1－
Ω（ｘ0－ｚ）
｜ｘ0－ｚ｜ｎ－1

ｇ（ｚ）ｄｚ］2ｄｔ
ｔ3

1／2
∶＝Ｉ1（ｙ） ＋Ｉ2（ｙ） ＋Ｉ3（ｙ）。

当ｘ0�ｘ�ｙ∈Ｑ�ｚ∈ （Ｑ∗ ）ｃ时�则｜ｙ－ｚ｜～｜ｘ0－ｚ｜～｜ｘ－ｚ｜。使用广义Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式和广义
Ｈöｌｄｅｒ不等式得

　　　　Ｉ1（ｙ） ＝∫∞0 ［∫｜ｙ－ｚ｜≤ｔ＜｜ｘ0－ｚ｜ Ω（ｙ－ｚ）｜ｙ－ｚ｜ｎ－1ｇ（ｚ）ｄｚ］
2ｄｔ
ｔ3

1／2

≤∫Ｒｎ＼Ｑ∗ ｜Ω（ｙ－ｚ）ｇ（ｚ）｜｜ｙ－ｚ｜ｎ－1 ∫｜ｙ－ｚ｜≤ｔ＜｜ｘ0－ｚ｜ｄｔｔ3 1／2
ｄｚ

≤Ｃ∫Ｒｎ＼Ｑ∗ ｜Ω（ｙ－ｚ）ｇ（ｚ）｜｜ｙ－ｚ｜ｎ－1
1

｜ｙ－ｚ｜2－
1

｜ｘ0－ｚ｜2
1／2
ｄｚ

≤Ｃ∫（Ｑ∗ ）ｃ｜Ω（ｙ－ｚ）ｇ（ｚ）｜｜ｙ－ｚ｜ｎ－1
｜ｘ0－ｙ｜1／2

｜ｙ－ｚ｜3／2ｄｚ

≤Ｃ∑∞
ｊ＝0∫2ｊ＋1Ｑ∗＼2ｊＱ∗ ｜ｂ（ｚ） －ｂＱ∗ ｜｜Ω（ｙ－ｚ）ｆ（ｚ）｜｜ｘ0－ｚ｜ｎ＋1／2

ｄｚ

≤Ｃ∑∞
ｊ＝0

2－ｊ2
｜2ｊ＋1｜Ｑ∗∫2ｊ＋1Ｑ｜ｂ（ｚ） －ｂＱ∗ ｜｜Ω（ｙ－ｚ）ｆ（ｚ）｜ｄｚ
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≤Ｃ∑∞
ｊ＝0

2－ｊ2
｜2ｊ＋1｜Ｑ∗∫2ｊ＋1Ｑ｜ｂ（ｚ） －ｂ2ｊ＋1Ｑ∗ ｜｜Ω（ｙ－ｚ）ｆ（ｚ）｜ｄｚ

　　 ＋Ｃ∑∞
ｊ＝0

2－ｊ2
｜2ｊ＋1｜Ｑ∗∫2ｊ＋1Ｑ｜ｂ2ｊ＋1Ｑ∗ －ｂＱ∗ ｜｜Ω（ｙ－ｚ）ｆ（ｚ）｜ｄｚ

≤Ｃ∑∞
ｊ＝0
2－ｊ2Ｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭΩβ�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ） ＋Ｃ∑∞

ｊ＝0
（ｊ＋1）2－ｊ2ｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭ

Ω
β�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ）

≤Ｃｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭ
Ω
β�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ）�

其中　｜ｂ2ｊ＋1Ｑ∗ －ｂＱ∗ ｜≤Ｃ（ｊ＋1）ｖ（ｘ）ｖ（2ｊ＋1Ｑ∗ ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖ。
类似得　Ｉ2（ｙ）≤Ｃｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭ

Ω
β�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ）。

下面估计Ｉ3（ｙ）�应用广义Ｍｉｎｋｏｗｓｋｉ不等式得

Ｉ3（ｙ）≤∫Ｒｎ＼Ｑ∗ Ω（ｙ－ｚ）
｜ｙ－ｚ｜ｎ－1－

Ω（ｘ0－ｚ）
｜ｘ0－ｚ｜ｎ－1

｜（ｂ（ｚ） －ｂＱ∗ ）ｆ（ｚ）｜∫｜ｙ－ｚ｜≤ｔｄｔｔ3 1／2
ｄｚ

≤Ｃ∑∞
ｊ＝0∫2ｊ＋1Ｑ∗＼2ｊＱ∗ ｜（ｂ（ｚ） －ｂＱ∗ ）ｆ（ｚ）｜ ｜Ω（ｙ－ｚ） －Ω（ｘ0－ｚ）｜｜ｙ－ｚ｜ｎ

ｄｚ

＋Ｃ∑∞
ｊ＝0∫2ｊ＋1Ｑ∗＼2ｊＱ∗ ｜（ｂ（ｚ） －ｂＱ∗ ）ｆ（ｚ）｜ ｜Ω（ｘ0－ｚ）｜｜ｙ－ｚ｜

1
｜ｙ－ｚ｜ｎ－1－

1
｜ｘ0－ｚ｜ｎ－1

ｄｚ

＝Ｉ31（ｙ） ＋Ｉ32（ｙ）。
而

Ｉ31（ｙ）≤Ｃ∑∞
ｊ＝0
ω（22－ｊ）∫2ｊ＋1Ｑ∗＼2ｊＱ∗ ｜（ｂ（ｚ） －ｂＱ∗ ）ｆ（ｚ）｜ 1

｜ｙ－ｚ｜ｎｄｚ

≤Ｃ∑∞
ｊ＝0
ω（22－ｊ） 1

｜2ｊ＋1Ｑ∗ ｜∫2ｊ＋1Ｑ∗ ｜（ｂ（ｚ） －ｂＱ∗ ）ｆ（ｚ）｜ｄｚ
≤Ｃ∑∞

ｊ＝0
ω（22－ｊ）ｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭβ�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ） ＋Ｃ∑∞

ｊ＝0
ω（22－ｊ）（ｊ＋1）ｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭβ�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ）

≤Ｃｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭβ�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ） 1＋∫10ω（ρ）ρ ｄρ＋∫10ω（ρ）ρ ｌｏｇ1ρｄρ
≤Ｃｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭβ�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ）。

因为ｘ0�ｘ�ｙ∈Ｑ�ｚ∈ （Ｑ∗ ）ｃ时�有｜ｙ－ｚ｜～｜ｘ0－ｚ｜～｜ｘ－ｚ｜则
Ｉ32（ｙ）≤Ｃ∑∞

ｊ＝0
2－ｊ

｜2ｊ＋1Ｑ∗ ｜∫2ｊ＋1Ｑ∗ ｜（ｂ（ｚ） －ｂＱ∗ ）ｆ（ｚ）｜ｄｚ≤Ｃｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭβ�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ）。

从而有　　Ｉ3（ｙ）≤Ｃｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖＭβ�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ）。
由Ｈöｌｄｅｒ不等式并综合Ｉ1�Ｉ2�Ｉ3的估计得

1
｜Ｑ｜∫Ｑ ［Ｃ（ｙ） ］δｄｙ1／δ ≤ 1

｜Ｑ｜∫ＱＣ（ｙ）ｄｙ≤ 1
｜Ｑ｜∫Ｑ（Ｉ1（ｙ） ＋Ｉ2（ｙ） ＋Ｉ3（ｙ））ｄｙ

≤Ｃｖ（ｘ）‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖ（Ｍ
Ω
β�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ） ＋Ｍβ�ｖ�ｒ（ｆ）（ｘ））。

2　定理的证明

定理1的证明　根据文献 ［7］�由ｖ∈Ａ1（Ｒｎ）可知ｖ1－ｑ∈Ａｑ（Ｒｎ）�对0＜δ＜1＜ｒ＜ｐ�利用引理
1可得

‖μｂΩ（ｆ）（ｘ）‖Ｌｑ（ｖ1－ｑ）≤‖Ｍδ（μｂΩ（ｆ））‖Ｌｑ（ｖ1－ｑ）≤‖Ｍ＃δ（μｂΩ（ｆ））‖Ｌｑ（ｖ1－ｑ）
≤Ｃ‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖ（‖ＭΩβ�ｖ�ｒ（ｆ）‖Ｌｑ（ｖ） ＋‖Ｍβ�ｖ�ｒ（ｆ）‖Ｌｑ（ｖ） ） ＋Ｃ‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖ（‖Ｍβ�ｖ�ｒ（μΩ（ｆ））‖Ｌｑ（ｖ）
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≤Ｃ‖ｂ‖Ｌｉｐβ�ｖ‖ｆ‖Ｌｐ（ｖ）。
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