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共形平坦Ｌｏｒｅｎｔｚ空间具常平均曲率的一类超曲面

吴泽九

（华东交通大学 基础科学学院�江西 南昌 330013）

摘要：设Ｍ是共形平坦Ｌｏｒｅｎｔｚ空间Ｌｎ＋11 中具常平均曲率的完备类空超曲面�Ｒ与ｒ分别表示Ｌｎ＋11 的Ｒｉｃｃｉ曲率的上、下确界�
Ｃ＝ ［2ｎｒ－（ｎ＋1）Ｒ］／［ｎ（ｎ－1） ］。如果 Ｍ的法向量是 Ｌｎ＋11 的 Ｒｉｃｃｉ主方向�则 （1）当 Ｍ第二基本形式模长平方 Ｓ＜
2 ｎ－1Ｃ时�Ｍ全脐；（2）当Ｓ＝2 ｎ－1Ｃ时�若ｎ＝2�Ｍ是全脐超曲面；若ｎ≥3�Ｍ是双曲柱面。
关　键　词：共形平坦；常平均曲率；Ｒｉｃｃｉ主方向
中图分类号：Ｏ186．12　　　　　　文献标识码：Ａ

　　设Ｍ是ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间Ｓｎ＋11 （ｃ）中具有常平均曲率的完备的类空超曲面。Ｇｏｄｄａｒｄ［1］提出了下列著名的
猜想：Ｓｎ＋11 （ｃ）中任一具常平均曲率的完备类空超曲面必全脐。Ａｋｕｔａｇａｗａ［2］ 和 Ｒａｍａｎａｔｈａｎ［3］ 研究了
Ｇｏｄｄａｒｄ猜想�并独立的得到了当Ｍ的平均曲率Ｈ满足Ｈ2≤ｃ�ｎ＝2或ｎ2Ｈ2＜4（ｎ－1）ｃ�ｎ≥3时Ｍ全
脐。Ｃ．Ｏｕｙａｎｇ和Ｚ．Ｌｉ［4］得到在第二基本形式模长平方Ｓ≤2 ｎ－1ｃ时超曲面Ｍ的分类结果。本文继续
对其进行研究�利用文 ［4］的方法�将这类超曲面的分类结果推广到共形平坦Ｌｏｒｅｎｔｚ空间。

1　公式与引理

本文规定各种指标范围如下：1≤Ａ�Ｂ�Ｃ�…�≤ｎ＋1；1≤ｉ�ｊ�ｋ�…�≤ｎ；不特别说明时�∑表示对

重复指标求和。设Ｌｎ＋11 是ｎ＋1维的Ｌｏｒｅｎｔｚ空间�Ｍ是Ｌｎ＋11 的完备类空超曲面。在Ｌｎ＋11 上选取局部标准正
交标架场｛ｅＡ｝�使得限制在Ｍ上�ｅｎ＋1与Ｍ正交�｛ｅｉ｝与Ｍ相切。设｛ωＡ｝是关于｛ｅＡ｝的对偶标架场�｛ωＡＢ｝
是Ｌｎ＋11 的联络形式。Ｌｎ＋11 的伪黎曼度量为ｄｓ2＝∑εＡ（ωＡ）2�其中ε1＝…εｎ＝1�εｎ＋1＝－1。Ｌｎ＋11 的结构方
程为 ［5］

ｄωＡ ＝∑εＢωＡＢ∧ωＢ�ωＡＢ＋ωＢＡ ＝0 （1）
ｄωＡＢ ＝∑εＣωＡＣ∧ωＣＢ－12∑ＫＡＢＣＤεＣεＤωＣ∧ωＤ （2）

其中ＫＡＢＣＤ是Ｌ
ｎ＋1
1 的曲率张量分量。限制在Ｍ上�有

ωｎ＋1 ＝0�ωｉｎ＋1 ＝∑ｈｉｊωｊ （3）



ｄωｉ＝∑ωｉｊ∧ωｊ�ωｉｊ＋ωｊｉ＝0 （4）
ｄωｉｊ＝∑ωｉｋ∧ωｋｊ－12∑Ｒｉｊｋｌωｋ∧ωｌ （5）

Ｒｉｊｋｌ＝Ｋｉｊｋｌ－（ｈｉｋｈｊｌ－ｈｉｌｈｊｋ） （6）
其中Ｒｉｊｋｌ是Ｍ的曲率张量分量。分别定义ｈｉｊｋ及ｈｉｊｋｌ如下：

∑ｈｉｊｋωｋ＝ｄｈｉｊ＋∑ｈｋｉωｋｊ＋∑ｈｊｋωｋｉ （7）
∑ｈｉｊｋｌωｌ＝ｄｈｉｊｋ＋∑ｈｌｊｋωｌｉ＋∑ｈｉｌｋωｌｊ＋∑ｈｉｊｌωｌｋ （8）

则

ｈｉｊｋ－ｈｉｋｊ＝－Ｋｎ＋1ｉｊｋ （9）
ｈｉｊｋｌ－ｈｉｊｌｋ＝∑ｈｍｉＲｍｊｋｌ＋∑ｈｍｊＲｍｉｋｌ （10）

将Ｋｎ＋1ｉｊｋ看作是Ｔ
⊥ Ｍ⨂Ｔ∗Ｍ⨂Ｔ∗Ｍ⨂Ｔ∗Ｍ截面�定义Ｋｎ＋1ｉｊｋ共变导数Ｋｎ＋1ｉｊｋｌ为

∑Ｋｎ＋1ｉｊｋｌωｌ＝ｄＫｎ＋1ｉｊｋ－∑Ｋｎ＋1ｍｊｋωｍｉ－∑Ｋｎ＋1ｉｍｋωｍｊ－∑Ｋｎ＋1ｉｊｍωｍｋ （11）
Ｌｎ＋11 是共形平坦的�所以

ＫＡＢＣＤ ＝ 1
ｎ－1（εＡδＡＣＫＢＤ－εＡδＡＤＫＢＣ＋εＢδＢＤＫＡＣ－εＢδＢＣＫＡＤ）

－ Ｋ
ｎ（ｎ－1）εＡεＢ（δＡＣδＢＤ－δＡＤδＢＣ） （12）

其中ＫＡＢ ＝∑εＣＫＡＣＢＣ是Ｌｎ＋11 的Ｒｉｃｃｉ张量分量�Ｋ＝∑εＡＫＡＡ是Ｌｎ＋11 的数量曲率。
如果Ｍ的法方向是Ｌｎ＋11 的Ｒｉｃｃｉ主方向�则对任意ｉ有

Ｋｎ＋1ｉ＝0 （13）
由 （11）～（13）�对任意ｉ�ｊ�ｋ�ｌ都有

Ｋｎ＋1ｉｊｋ＝0�Ｋｎ＋1ｉｊｋｌ＝0 （14）
引理1［6］　设｛ａｉ｜1≤ｉ≤ｎ｝是满足条件∑

ｉ
ａｉ＝0的ｎ个实数�则

｜∑
ｉ
ａ3ｉ｜≤ ｎ－2

ｎ（ｎ－1）（∑ｉａ2ｉ）3／2�
等式成立当且仅当ａ1�…�ａｎ中至少有ｎ－1个彼此相等。
引理2［7、8］　设Ｍ是Ｒｉｃｃｉ曲率有下界的ｎ维完备黎曼流形�Ｆ为Ｍ上有上界的Ｃ2-函数�则对∀ε＞

0�∃ｘ∈Ｍ�使得
ＳｕｐＦ－ε＜Ｆ（ｘ）�‖ᐁＦ‖ （ｘ） ＜ε�△Ｆ（ｘ） ＜ε。

2　主要结果

定理1　设Ｍ是共形平坦ｎ＋1维Ｌｏｒｅｎｔｚ空间Ｌｎ＋11 的具有常平均曲率的完备类空超曲面�Ｓ表示Ｍ
第二基本形式模长的平方�Ｒ与ｒ分别表示Ｌｎ＋11 的Ｒｉｃｃｉ曲率的上、下确界�Ｃ＝2ｎｒ－（ｎ＋1）Ｒｎ（ｎ－1） 且Ｃ＞0。
如果Ｍ的法方向是Ｌｎ＋11 的Ｒｉｃｃｉ主方向�则

（1）Ｓ＜2 ｎ－1Ｃ时�Ｍ是全脐超曲面�且等距于球面Ｓｎ（ａ）�其中ａ＝ＫＬ－Ｓｎ。
（2）Ｓ＝2 ｎ－1Ｃ时�若ｎ＝2�Ｍ是全脐的且等距于Ｌ2（ａ）�其中ａ＝ＫＬ－Ｃ；若ｎ≥3�Ｍ＝Ｈ1（ｕ）

×Ｓｎ－1（ｖ）�其中ｕ＝Ｃ［1－（ｎ－1）1／2 ］�ｖ＝Ｃ［1－（ｎ－1）－1／2 ］。
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证明　因为Ｍ的平均曲率Ｈ为常数�所以

∑ｈｋｋｉｊ＝0�∀ｉ�ｊ （15）
由 （9）（10）（15）有

△ｈｉｊ＝－∑Ｋｎ＋1ｋｉｋｊ－∑Ｋｎ＋1ｉｊｋｋ＋∑ｈｍｋＲｍｉｊｋ＋∑ｈｉｍＲｍｋｊｋ （16）
由 （6）（14）（16）则有

∑ｈｉｊ△ｈｉｊ＝∑ｈｉｊｈｍｋＫｍｉｊｋ＋∑ｈｉｊｈｉｍＫｍｋｊｋ－ｔｒＡ3∑ｈｉｉ＋Ｓ2 （17）
其中Ａ表示矩阵 （ｈｉｊ）。

选取适当的｛ｅｉ｝�使得ｈｉｊ＝λｉδｉｊ。于是 （17）改为
∑ｈｉｊ△ｈｉｊ＝12∑ｉ�ｊ （λｉ－λｊ）2Ｋｉｊｉｊ－ｎＨ∑ｉλ3ｉ＋Ｓ2 （18）

令ｆ2 ＝Ｓ－ｎＨ2�由于Ｌｎ＋11 共形平坦且ｒ≤εＡＫＡＡ≤Ｒ�（ｎ＋1）ｒ≤Ｋ≤ （ｎ＋1）Ｒ�则
1
2∑ｉ�ｊ （λｉ－λｊ）2Ｋｉｊｉｊ＝ 1

2（ｎ－1）∑ｉ�ｊ （λｉ－λｊ）2（Ｋｊｊ＋Ｋｉｉ－Ｋｎ）
≥ 1
2（ｎ－1）∑ｉ�ｊ（λｉ－λｊ）

2 ［2ｒ－1
ｎ
（ｎ＋1）Ｒ］ ＝ｎＣｆ2 （19）

不失一般性�假定Ｍ的平均曲率Ｈ非负。因为

∑
ｉ
（λｉ－Ｈ） ＝0�∑

ｉ
（λｉ－Ｈ）2 ＝ｆ2�∑

ｉ
（λｉ－Ｈ）3 ＝∑

ｉ
λ3ｉ－3Ｈｆ2－ｎＨ3�

由引理1有
ｎ－2
ｎ（ｎ－1）ｆ

3≥∑
ｉ
λ3ｉ－3Ｈｆ2－ｎＨ3 （20）

所以

－ｎＨ∑λ3ｉ≥－ｎＨ ｎ－2
ｎ（ｎ－1）ｆ

3－3ｎＨ2ｆ2－ｎ2Ｈ4 （21）
由 （18）（19）（21）得

∑ｈｉｊ△ｈｉｊ≥ｆ2 ［ｆ2－ ｎ（ｎ－2）
ｎ（ｎ－1）Ｈｆ＋ｎＣ－ｎＨ

2 ］ （22）
因为

　　ｆ2－ ｎ（ｎ－2）
ｎ（ｎ－1）Ｈｆ＋ｎＣ－ｎＨ

2

　　 ＝ｎＣ－ ｎ

2 （ｎ－1）（ｆ
2＋ｎＨ2） ＋ 1

2 ｎ－1［（ ｎ－1＋1）ｆ－（ ｎ－1－1） ｎＨ］
2

　　≥ｎＣ－ ｎ

2 ｎ－1（ｆ
2＋ｎＨ2） （23）

由 （22）（23）则有
∑ｈｉｊ△ｈｉｊ≥ ｎ

2 （ｎ－1）ｆ
2（2 ｎ－1Ｃ－ｎＨ2－ｆ2） （24）

1
2△ｆ

2 ＝12△Ｓ＝∑ （ｈｉｊｋ）2＋∑ｈｉｊ△ｈｉｊ≥ ｎ

2 （ｎ－1）ｆ
2（2 ｎ－1Ｃ－ｎＨ2－ｆ2） （25）

由 （6）式
Ｒｉｉ＝∑

ｊ
Ｋｉｊｉｊ＋∑

ｊ
（ｈｉｊ）2－ｎＨｈｉｉ

因此
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Ｒｉｉ＝ 1
ｎ－1∑ｊ（≠ｉ） （Ｋｊｊ＋Ｋｉｉ－Ｋｎ） ＋∑ｊ（≠ｉ） （ｈｉｊ）2＋（ｈｉｊ－12ｎＨ）2－14ｎ2Ｈ2

≥ （ｎ－1）Ｃ－14ｎ
2Ｈ2 （26）

故Ｍ的Ｒｉｃｃｉ曲率有下界。
给定正数τ�令Ｆ＝（ｆ2＋τ）1／2�由定理条件Ｓ≤2 ｎ－1Ｃ�故Ｆ是有上界的Ｃ2－函数�应用引理2�

∀ε＞0�∃ｘ∈Ｍ�使得
ＳｕｐＦ－ε＜Ｆ（ｘ）�‖ᐁＦ‖ （ｘ） ＜ε�△ｆ（ｘ） ＜ε （27）

对Ｆ求微分及Ｌａｐｌａｃｅ算子有

Ｆ△Ｆ＋‖ᐁＦ‖2 ＝12△ ｆ
2 （28）

由 （27）（28）有
1
2△ｆ

2（ｘ） ＝Ｆ△Ｆ（ｘ） ＋‖ᐁｆ‖2（ｘ） ＜ε（ε＋Ｆ） （29）
选取数列｛εｍ｝�使｛εｍ｝→0（ｍ→∞ ）�对每一个ｍ�存在在点ｘｍ∈Ｍ�使得 （27）成立�而且εｍ ［εｍ ＋

Ｆ（ｘｍ ） ］→0（ｍ→∞ ）。再由 （27）�Ｆ（ｘｍ ） ＞ＳｕｐＦ－εｍ�｛Ｆ（ｘｍ ）｝是有界数列�因此｛Ｆ（ｘｍ ）｝有极限�不妨设
极限为Ｆ0�即Ｆ（ｘｍ ）→Ｆ0�因此Ｆ0≥ＳｕｐＦ。故Ｆ0 ＝ＳｕｐＦ�再由Ｆ的定义�有

ｆ2（ｘｍ ）→ｆ20 ＝Ｓｕｐｆ2 （30）
由 （25）（29）有

εｍ ［εｍ＋Ｆ（ｘｍ ） ］ ＞12△ｆ
2（ｘｍ ）≥ ｍ

2 ｎ－1ｆ
2（ｘｍ ） ［2 ｎ－1Ｃ－ｎＨ2－ｆ2（ｘｍ ） ］。

当ｍ→∞时�因此
0≥ ｎ

2 ｎ－1ｆ
2
0 ［2 ｎ－1Ｃ－ｎＨ2－ｆ20 ］ （31）

下面分两种情形讨论：
（1）当Ｓ＜2 ｎ－1Ｃ时�ｆ20＋ｎＨ2＜2 ｎ－1Ｃ�由 （31）得ｆ20 ＝0�从而Ｓ＝ｎＨ2�Ｍ全脐。由 （6）式�

Ｍ等距于球面Ｓｎ（ａ）�其中ａ＝ＫＬ－Ｓｎ。

（2）当Ｓ＝2 ｎ－1Ｃ时�ｆ2 ＝2 ｎ－1Ｃ－ｎＨ2是常数�由 （24）（25）有
ｈｉｊｋ＝0�∑ｈｉｊ△ｈｉｊ＝0 （32）

所以 （19）～（23）中不等号均成为等号。当 （23）等号成立时
（ ｎ－1＋1）ｆ－（ ｎ－1－1） ｎＨ＝0 （33）

此时Ｍ不全脐�若不然有ｆ＝0�由 （33）知�Ｈ＝0�从而Ｓ＝0�这与题设Ｓ＝2 ｎ－1Ｃ≠0矛盾。因
为 （20）变为等式�由引理1及Ｍ不全脐�可假定λ1≠λ2 ＝… ＝λｎ。由于Ｋｉｉ－ｒ≥0�Ｒ－εＡＫＡＡ≥0�当
（19）等号成立时�有

∑
ｉ��ｊ
（λｉ－λｊ）2 ［ （Ｋｊｊ－ｒ） ＋（Ｋｉｉ－ｒ） ＋1ｎ∑Ａ （Ｒ－εＡＫＡＡ） ］ ＝0�

所以

Ｋ11 ＝Ｋ22 ＝… ＝Ｋｎｎ ＝ｒ�Ｋ11 ＝Ｋ22 ＝… ＝Ｋｎｎ ＝－Ｋｎ＋1ｎ＋1 ＝Ｒ�
于是εＡＫＡＡ ＝ｒ＝Ｒ�Ｋ＝ （ｎ＋1）Ｒ。因为Ｌｎ＋11 共形平坦�所以在切空间ＴＬｎ＋11 中ｅＡ与ｅＢ所张成的非退化
2－平面的截面曲率为
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Ｋ（ｅＡ∧ｅＢ） ＝ 1
ｎ－1（εＢＫＢＢ＋εＡＫＡＡ－

Ｋ
ｎ
） ＝Ｃ （34）

此时Ｌｎ＋11 成为ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间Ｓ
ｎ＋1
1 （Ｃ）。

　　在Ｓｎ＋11 （Ｃ）上选取适当｛ｅｉ｝�使得ｈｉｊ＝λｉδｉｊ。（7）式中�令ｉ＝ｊ�结合 （32）有
0＝ｄλｉ＋2∑

ｋ
ｈｋｉωｋｉ＝ｄλｉ＋2λｉωｉｉ＝ｄλｉ�

因此λｉ为常数�再由 （7）有
0＝λｉωｉｊ＋λｊωｊｉ＝ （λｉ－λｊ）ωｉｊ （35）

因为λ1≠λ2�由上式有
ω12 ＝0 （36）

由 （5）（36）得
0＝ｄω12 ＝∑ω1ｋ∧ωｋ2－12∑Ｒ12ｋｌωｋ∧ωｌ （37）

如果对某一ｋ使得ω1ｋ≠ωｋ2≠0�则由 （35）有λ1 ＝λｋ ＝λ2�这与λ1≠λ2矛盾�因此由 （37）有
∑Ｒ12ｋｌωｋ∧ω1 ＝0�故

Ｒ1212 ＝0 （38）
由 （6）（34）（38）及题设Ｓ＝2 ｎ－1Ｃ有

λ1λ2 ＝Ｃ （39）
λ21＋（ｎ－1）λ22 ＝2 ｎ－1Ｃ （40）

再由 （39）（40）有
λ21 ＝Ｃ ｎ－1�λ22 ＝Ｃ／ ｎ－1 （41）

因此Ｍ是ｄｅＳｉｔｔｅｒ空间Ｓｎ＋11 （Ｃ）中具有两个不同主曲率λ1�λ2且重数分别等于1与ｎ－1的超曲面�
由文 ［9］可知�Ｍ是双曲线柱面Ｈ1（ｕ）×Ｓｎ－1（ｖ）�其中ｕ＝Ｃ［1－（ｎ－1）1／2 ］�ｖ＝Ｃ［1－（ｎ－1）－1／2 ］。定
理1得证。

当外围空间Ｌｎ＋11 ＝Ｓｎ＋11 （ｃ）时�Ｍ的法方向是Ｓｎ＋11 （ｃ）的Ｒｉｃｃｉ主方向且Ｒ＝ｒ＝ｎｃ�Ｃ＝ｃ�由定理1
得

推论1　设Ｍ是Ｓｎ＋11 （ｃ）中的具常平均曲率Ｈ的完备类空超曲面�则

（1）Ｓ＜2 ｎ－1ｃ时�Ｍ是全脐超曲面且等距于球面Ｓｎ（ｃ－Ｓ
ｎ
）；

（2）Ｓ＝2 ｎ－1ｃ时�若ｎ＝2�Ｍ是全脐的平坦超曲面；若ｎ≥3时�Ｍ＝Ｈ1（ｕ）×Ｓ（ｎ－1） （ｖ）�其中ｕ
＝ｃ［1－（ｎ－1）1／2 ］�ｖ＝ｃ［1－（ｎ－1）－1／2 ］。
注：推论1被文 ［4］所研究�因此定理1是文 ［4］中结果的推广与改进。
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