
　第26卷第2期 华　东　交　通　大　学　学　报 Ｖｏｌ．26　Ｎｏ．2　
　2009年4月 ＪｏｕｒｎａｌｏｆＥａｓｔＣｈｉｎａＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ａｐｒ．�2009

收稿日期：2008－12－20
基金项目：国家自然科学基金资助项目 （10661007）
作者简介：周尚超 （1948－）�男�云南蒙自人�教授�研究方向为图论与组合数学。

文章编号：1005－0523（2009）02－0108－03

奇数阶完全图的因子分解与对称群

周尚超�邓毅雄
（华东交通大学�江西 南昌 330013）

摘要：Ｆ．Ｈａｒａｒｙ在 ［1］中提出如下一个未解决问题：那些有限置换群是完全图同构分解的因子对称群？对于 ｎ＞1。构造了
2ｎ＋1阶完全图Ｇ的ｎ个不同的同构分解Ｇｅ＝Ｇ1∪Ｇ2∪…∪Ｇｎ�其中Ｇ1是2ｎ个点的路的第ｅ对对称点和另1个点连接得
到的图。证明了Ｇ的同构分解的因子对称群是ｎ阶循环群。
关　键　词：完全图；对称群；因子分解
中图分类号：Ｏ157　　　　　　文献标识码：Ａ

　　本文所指的图均为无向简单图�文中未说明的符号和术语同于文献 ［1］。若Ｇｉ（ｉ＝1�2�…�ｎ）是图Ｇ
的生成子图�Ｇｉ与Ｇｊ同构�当ｉ≠ｊ时Ｇｉ与Ｇｊ没有公共边�则称Ｇ＝Ｇ1∪Ｇ2∪…∪Ｇｎ是Ｇ的同构的因子
分解。若σ∈Ａ（Ｇ）（Ｇ的自同构群 ）�σ保持Ｇ的这个分解�即对于任意一个Ｇｉ来说�σ要末是Ｇｉ的自同
构�要末是Ｇｉ到Ｇｊ的同构映射�则所有这样的σ组成一个群�称为Ｇ的同构分解的完全对称群�记为Ｂ
（Ｇ）�简记为Ｂ。若σ∈Ａ�则σ诱导出集合｛Ｇ1�Ｇ2�…�Ｇｎ｝上的一个置换ｓ�即ｓ（Ｇｉ）＝Ｇｊ�当σ是Ｇｉ到Ｇｊ
的同构映射时�所有这样的ｓ组成群称为Ｇ的同构分解的因子对称群�记为Ｃ（Ｇ）�简记为Ｃ。将｛Ｇ1�Ｇ2�
…�Ｇｎ｝记为｛1�2�…�ｎ｝。由此可知Ｃ是ｎ个元素的集合｛1�2�…�ｎ｝上的置换群。

例1　图1给出Ｋ5的2个同构的因子分解。σ＝（0）（1�2�3�4）�τ＝（0）（1�3）（2�4）。σ是Ｇ1（Ｇ2）到
Ｇ2（Ｇ1）的同构映射�即ｓ＝（Ｇ1�Ｇ2）＝（1�2）�τ是Ｇ1（Ｇ2）的自同构。Ｋ5的分解的完全对称群Ｂ（Ｋ5）是由
σ和τ生成的2面体群＜σ�τ＞�有8个元素。Ｃ（Ｋ5）是由ｓ生成的2阶级循环群。

图1　Ｋ5的2个分解
ｎ个元素的集合上的置换群称为ｎ度的置换群。 ［1］中指出�2度的单位元素群 （即只有一个元素的



群 ）�不是完全图的因子对称群�对称群Ｓ2�Ｓ3�Ｓ4�Ｓ5是完全图的对称群。 ［1］中猜想�大多数的置换群
（包括Ｓｎ�ｎ≥6）不是完全图的因子对称群。
令Ｖ＝Ｖ（Ｇ）＝｛0�1�2�…�2ｎ｝。Ｇ是2ｎ＋1阶完全图。当ｉ≠ｊ且 ｉ＞0�ｊ＞0时�定义边 （ｉ�ｊ）的长度为

ｍｉｎ｛ａｂｓ（ｉ－ｊ）�2ｎ－ａｂｓ（ｉ－ｊ）｝�其中ａｂｓ表示绝对值。除掉与0联结的边外�长度为ｌ（ｌ＝1�2�…�ｎ－1）
的边有2ｎ条�长度为ｎ的ｎ条。边的总数为2ｎ（ｎ－1）＋ｎ＝2ｎ（2ｎ－1）／2所有这些边构成Ｇ的2ｎ阶完
全子图Ｈ�Ｖ（Ｈ）＝｛1�2�…�2ｎ｝。

令Ｖ（Ｐ1）＝｛1�2�…�2ｎ｝�Ｐ1的边集是Ｅ（Ｐ1）＝｛（1�2ｎ）�（2ｎ�2）�（2�2ｎ－1）�（2ｎ－1�3）�…�（ｎ�ｎ
＋1）｝。这里Ｐ1是2ｎ个点的路。Ｐ1又可表示为Ｐ1＝［1�2ｎ�2�2ｎ－1�3�2ｎ－2�…�ｎ�ｎ＋1］。Ｐ1（图1中
可看到ｎ＝2时的Ｐ1）的构成�即从左到右�第1点是1�第3点是2�…�第2ｉ＋1点是ｉ＋1；从右到左�第1
点是ｎ＋1�…�第2ｉ＋1点是ｎ＋ｉ＋1。Ｅ（Ｐ1）也可这样来来定义：（1�2ｎ）是第1条边�设 （ｉ�ｊ）是第ｋ条边
（ｋ＜2ｎ－1）。如果 ｉ＜ｊ�则第ｋ＋1条边是 （ｊ�ｉ＋1）�否则第ｋ＋1条边是 （ｊ�ｉ－1）。ｎ＝4时Ｐ1＝［1�8�2�
7�3�6�4�5］。边的长度从两边到中间是1�2�…�ｎ。例如 （1�8）的长度是1�（8�2）的长度是2�（2�7）的长
度是3�等等。令σ＝（1�2�3�…�2ｎ）�Ｐ2＝σ（Ｐ1）�即Ｐ2是把Ｐ1的点ｉ变为ｉ＋1得到的图。如ｉ＝2ｎ�则
变为1。按此方法可得到ｎ个图Ｐ1�Ｐ2�…�Ｐｎ�即Ｐｉ＝σ（Ｐ1－1）。σ不改变边的长度�因此容易得到如下
的引理。

引理1［3］　Ｈ＝Ｐ1∪Ｐ2∪…∪Ｐｎ是2ｎ阶完全图的同构的因子分解。
在Ｐ1中�Ｐ1＝［1�2ｎ�2�2ｎ－1�3�…�ｎ�ｎ＋1］�把 ［1�ｎ＋1］�［ｎ�2ｎ］�［2�ｎ＋2］�… ［ｉ�ｉ＋ｎ］称为对称

的点对。并把 ［ｉ�ｉ＋ｎ］称为第ｉ对对称点。由此得知τ＝（1�ｎ＋1）（2�ｎ＋2）… （ｎ�2ｎ）是Ｐｉ的自同构 （ｉ
＝1�2�…�ｎ）。
设Ｍ是｛1�2�…�ｍ｝上的有限置换群。Ｍｉ＝｛ｆ｜ｆ（ｉ）＝ｉ�ｆ∈Ｍ｝�ｉＭ＝｛ｊ存在ｆ∈Ｍ�使ｆ（ｉ）＝ｊ｝�根据

有限群论�有如下的引理。
引理2　｜Ｍ｜＝｜Ｍｉ｜｜ｉＭ｜。
定理　设 Ｇ是2ｎ＋1阶完全图�ｎ＞1�则存在Ｇ的ｎ种同构的因子分解使得Ｇ的同构分解的因子对

称群是ｎ阶循环群。
证明　我们先给出Ｇ的同构的因子分解�再证明这些分解的因子对称群是循环群。
Ｈ＝Ｐ1∪Ｐ2∪…∪Ｐｎ是Ｇ的2ｎ阶完全子图的同构的因子分解�将0点与Ｐ1的一个对称点对 ［ｅ�ｅ＋

ｎ］ （ｅ＝1�2�…�ｎ）连接得图Ｇ1�Ｇｉ＝σｉ－1（Ｇ1）�ｉ＝2�3�…�ｎ。在Ｇ1�Ｇ2�…�Ｇｎ中含有2ｎ条与0连接的
边�因此得到了Ｇ的ｎ个不同的同构的因子分解。记为

Ｇｅ＝Ｇ1∪Ｇ2∪…∪Ｇｎ。
图2给出了7阶完全图的分解Ｇ2

图2　Ｋ7的分解Ｇ2
　　当ｅ＝1时�这就是：Ｇ＝Ｋ2ｎ＋1是ｎ个生成圈的和�这是一个熟知的结果 ［2］。下面我们证明�这几

个分解中任何一个的因子对称群都是ｎ阶循环群。
设σ＝（0）（1�2�…�2ｎ）�根据Ｇｉ的做法�易知σ是Ｇｉ到Ｇｉ＋1的同构映射 （ｉ＋1按模ｎ运算 ）�即ｓ＝

（Ｇ1�Ｇ2�…�Ｇｍ ）∈Ｃ＝Ｃ（Ｇ）。设τ＝（0） （1�ｎ＋1）（2�ｎ＋2）… （ｎ�2ｎ）∈Ａ＝Ａ（Ｇ）。则τ是Ｇｉ的自同构
（ｉ＝1�2�…�ｎ）�即τ对应Ｃ中的元素ｔ是Ｃ的单位元。若将ｓ＝（Ｇ1�Ｇ2�…�Ｇｍ ）用 ｓ＝（1�2�…�ｎ）表
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示�则｜1Ｃ｜＝ｎ�｜Ｃ1｜＝1。根据引理2�｜Ｃ｜＝ｎ�Ｃ是ｎ阶循环群。
系 ｎ阶循环群是完全图Ｋ2ｎ某个同构分解的因子对称群。
证明　设Ｇｅ＝Ｇ1∪Ｇ2∪…Ｇｎ是定理证明中Ｇ的一个分解�把顶点0去掉我们就得到Ｈ＝Ｋ2ｎ的一个

同构的因子分解�每个因子是Ｈ的一条生成道路�类似定理1的证明�这个分解的因子对称群是ｎ阶循环
群。
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