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一维可压缩欧拉方程组解的爆破

朱旭生
1�熊显萍1�傅　湧2

（1．华东交通大学 基础科学学院�江西 南昌 330013；2．宜春学院 数学与计算机科学学院 336000）

摘要：在假设某些初始数据较大的条件下�研究由可压缩欧拉方程描述的多方气态理想流体。利用对称双曲型方程组解的
存在性结论�将该方程组化为对称双曲型方程组�得到一维空间中可压缩欧拉方程的 Ｃａｕｃｈｙ问题的经典解关于时间的局
部存在性；并通过构造适当的泛函�得到了其经典解在有限时间内必定发生爆破的结论。
关　键　词：可压缩欧拉方程；爆破；泛函方法
中图分类号：Ｏ175∙28　　　　　　文献标识码：Ａ

　　考虑一维空间中理想气体的欧拉方程组

ρｔ＋（ρｕ）ｘ＝0
（ρｕ）ｔ＋（ρｕ2）ｘ＋ｐ（ρ）ｘ＝0
Ｓｔ＋ｕＳｘ＝0

（1）

的Ｃａｕｃｈｙ问题�其中ρ�ｕ�Ｓ�ｐ分别表示气体的密度�速度�熵和压强。状态方程为ｐ＝ＡργｅＳ�（Ａ＞0�γ＞
1）�γ为绝热指数。（1）对应的初始数据为

ρ（ｘ�0） ＝ρ0（ｘ）�ｕ（ｘ�0） ＝ｕ0（ｘ）�Ｓ（ｘ�0） ＝Ｓ0（ｘ）； （2）
且在有界集｛｜ｘ｜≥Ｌ｝外　ρ0（ｘ） ＝ρ﹣�ｕ0（ｘ） ＝-ｕ＝0�Ｓ0（ｘ） ＝Ｓ�ρ0（ｘ） ＞0。

对方程 （1）的ｃａｕｃｈｙ问题的解的研究成果已有很多 ［1、2］�ＴｈｏｍａｓＣ．Ｓｉｄｅｒｉｓ在文 ［3］中已经得到了上
述问题的三维空间的爆破性结论。本文在文献 ［3］的基础上�对一维空间中大初始数据情形稍做修正�用
泛函方法证明在初始数据较大时整体解的不存在性结论。

1　结论及定理证明

记σ＝ｐρ（ρ﹣�-Ｓ）1／2＝ ［Ａγρ﹣〗γ－1ｅＳ ］1／2�取Ｌ＞0�定义Ｆ（ｔ） ＝∫＋∞－∞ ｘ·ρｕ（ｘ�ｔ）ｄｘ�Ｍ（ｔ） ＝∫＋∞－∞ ［ρ（ｘ�ｔ）－
ρ﹣］ｄｘ�Ｎ（ｔ） ＝∫＋∞－∞ （ｐ1／γ－ｐ1／γ）ｄｘ�Ｂ（ｔ） ＝ （Ｌ＋σｔ）2 ［Ｍ（0） ＋ρ｜Ａ（ｔ）｜］�Ａ（ｔ） ＝ （－Ｌ－σｔ�Ｌ＋σｔ）�
｜Ａ（ｔ）｜表示Ａ（ｔ）的长度�即｜Ａ（ｔ）｜＝2（Ｌ＋σｔ）。

首先�对初值问题 （1）（2）关于时间的局部存在性�我们有以下引理



引理1　如果 （ρ0－ρ﹣�ｕ0�Ｓ0－Ｓ）∈Ｈ3（Ｒ）�则问题 （1）（2）存在局部解 （ρ�ｕ�Ｓ）且
（ρ－ρ﹣�ｕ�－Ｓ－-Ｓ）∈Ｃ（ ［0�Ｔ）�Ｈ3（Ｒ））∩Ｃ1（ ［0�Ｔ）�Ｈ2（Ｒ））。
证明　令ρ＝ρ－ρ﹣�ｕ＝ｕ－-ｕ�Ｓ＝Ｓ－Ｓ�引入变量π＝ 2

γ－1 Ａγρ
γ－12ｅ

γ－12γｓ�令π＝π－π�可将方
程 （1）化为对称双曲型方程组

ｅＳ／γ ［ｕｔ＋（ｕ＋-ｕ）πｘ ］ ＋γ－12 πｅ`
Ｓ／γｕｘ＝0

［ｕ＋（ｕ＋-ｕ）ｕｘ ］ ＋γ－12 ｅ
Ｓ／γππｘ＝0�（ｘ�ｔ）∈Ｒ×Ｒ＋

Ｓｔ＋（ｕ＋ｕ）Ｓｘ＝0

（3）

相应初始数据为

π（ｘ�0） ＝π0（ｘ）－π＝ 2
γ－1 Ａγ［ργ－120 （ｘ）ｅγ－12γＳ0（ｘ） －ρ﹣γ－12ｅγ－12γ﹣ｓ］�ｕ（ｘ�0） ＝ｕ0（ｘ）�Ｓ（ｘ�0） ＝Ｓ0（ｘ）－

-Ｓ。 （4）
为了方便�将 （3）记为

Ｐ0（Ｖ）●ｔＶ＋Ｐ（Ｖ）●ｘＶ＝0 （5）

其中Ｖ＝（π�ｕ�Ｓ）Ｔ�Ｐ0（Ｖ） ＝
ｅＳ／γ 0 0
0 1 0
0 0 1

�Ｐ（Ｖ） ＝

ｅＳ／γ（ｕ＋-ｕ） γ－12 πｅ
Ｓ／γ 0

γ－1
2 πｅ

Ｓ／γ （ｕ＋-ｕ） 0
0 0 （ｕ＋ｕ）

�其初始数

据为

Ｖ（0） ＝ （π（0）�ｕ（0）�Ｓ（0））Ｔ （6）
利用对称双曲型方程组 Ｃａｕｃｈｙ问题解的局部存在性定理 ［4］�我们得到 （5）（6）的解 （π�ｕ�Ｓ）Ｔ∈

Ｃ（ ［0�Ｔｅｘ）�Ｈ3（Ｒ）∩Ｃ1（ ［0�Ｔｅｘ）�Ｈ2（Ｒ））�即 （π�ｕ�Ｓ）Ｔ为时间 ［0�Ｔｅｘ）内 （3）的光滑解。从而相应地 （ρ
－ρ�ｕ�Ｓ－Ｓ）∈Ｃ（ ［0�Ｔ�）�Ｈ3（Ｒ））∩Ｃ1（ ［0�Ｔ）�Ｈ2（Ｒ））。
其次�解具有有限传播速度的性质�即
引理2［5］　假设 （ρ0－ρ﹣�ｕ0�Ｓ0－Ｓ）∈ Ｈ3（Ｒ）�且对任意 Ｔ＞0�（ρ�ｕ�Ｓ）∈ Ｈ3是 Ｃａｕｃｈｙ问题在

（1）（2）的解且满足 （ρ－ρ﹣�ｕ�Ｓ－Ｓ）∈Ｃ（ ［0�Ｔ）�Ｈ3（Ｒ））∩Ｃ1（ ［0�Ｔ）�Ｈ2（Ｒ））�则 （ρ�ｕ�Ｓ）（ｘ�ｔ）≡ （ρ﹣�
0�Ｓ）�其中 （ｘ�ｔ）∈｛（ｙ�ｓ）∶ｙ＜－Ｌ－σｓ或ｙ＞Ｌ＋σｓ�0＜ｓ＜Ｔ｝。

我们有以下主要结论

定理　假设 （ρ�ｕ�Ｓ）∈ Ｈ3是 Ｃａｕｃｈｙ问题 （1）�（2）的解�且满足 （ρ－ρ﹣�ｕ�Ｓ－Ｓ）∈ Ｃ（ ［0�Ｔ）�
Ｈ3（Ｒ））∩Ｃ1（ ［0�Ｔ）�Ｈ2（Ｒ））。如果

Ｎ（0）≥0�Ｆ（0） ＞1／Ｂ （7）
这里Ｂ＝∫＋∞0 1

Ｂ（ｔ）ｄｔ�则经典解必定在有限时间内爆破。

证明　我们先证明Ｂ＝∫＋∞0 1
Ｂ（ｔ）ｄｔ收敛。

　　注意到｜Ａ（ｔ）｜＝2（Ｌ＋σｔ） ＝Ａ（0） ＋2σｔ�
Ｍ（0） ＋ρ﹣Ａ（0） ＝ ［∫Ｌ－Ｌ（ρ0（ｘ） －ρ﹣）ｄｘ＋ρ﹣·2Ｌ］ ＝∫Ｌ－Ｌρ0（ｘ）ｄｘ＞0�

故
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　　Ｂ（ｔ） ＝ （Ｌ＋σｔ）2（Ｍ（0） ＋ρ﹣｜Ａ（ｔ）｜）
＝ （Ｌ＋σｔ）2（Ｍ（0） ＋2ρ﹣（Ｌ＋σｔ）） ＝ （Ｌ＋σｔ）2（∫Ｌ－Ｌρ0（ｘ）ｄｘ＋2ρ﹣σｔ）�

从而�Ｂ＝∫＋∞0 1
Ｂ（ｔ）ｄｔ收敛。

假设 （ρ�ｕ�Ｓ）是方程在时间区间 ［0�ｔ）的解�由方程 （1）得
Ｍ′（ｔ） ＝－∫＋∞－∞ （ρｕ）ｘｄｘ＝0

即　 Ｍ（ｔ） ＝Ｍ（0） （8）
又由Ｎ′（ｔ） ＝∫＋∞－∞ －（ρｕｅＳ／γ）ｘｄｘ＝0�得

Ｎ（ｔ） ＝Ｎ（0） （9）
由方程 （1）并作分部积分�得

Ｆ′（ｔ） ＝∫＋∞－∞ ｘ（ρｕ）ｔｄｘ＝－∫＋∞－∞ ｘ［ （ρｕ）ｘｕ＋ρ（ρ－1ｐｘ＋（ｕｕｘ））ｄｘ
＝－∫＋∞－∞ ｄｉｖ［ （ｘｕ）（ρｕ） ＋ｘ（ｐ－﹣ｐ） ］ｄｘ＋∫＋∞－∞ ［ρｕ2＋（ｐ－﹣ｐ） ］ｄｘ
＝∫＋∞－∞ ［ρｕ2＋（ｐ－﹣ｐ） ］ｄｘ （10）

由Ｈöｌｄｅｒ不等式得
∫Ｌ＋σｔ－Ｌ－σｔ

ｐｄｘ＝Ａ∫Ｌ＋σｔ－Ｌ－σｔ
ργｅＳｄｘ≥Ａ（2Ｌ＋2σｔ）1－γ（∫Ｌ＋σｔ－Ｌ－σｔ

ρｅＳ／γｄｘ）γ

≥Ａ（2Ｌ＋2σｔ）1－γ（Ｎ（0） ＋（2Ｌ＋2σｔ）ρ﹣ｅＳ／γ）γ
≥﹣ｐ（2Ｌ＋2σｔ） ＝∫Ｌ＋σｔ－Ｌ－σｔ

﹣ｐｄｘ。
我们得到　 Ｆ′（ｔ） ＝∫＋∞－∞ ρｕ2＋（ｐ－﹣ｐｄｘ≥∫＋∞－∞ ρｕ2ｄｘ （11）

由有限传播速度的性质及Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ不等式得
Ｆ（ｔ）2 ＝ （∫Ｌ＋σｔ－Ｌ－σｔ

ｘ·ρｕｄｘ）2≤ （∫Ｌ＋σｔ－Ｌ－σｔ
ｘ2ρｄｘ）（∫Ｌ＋σｔ－Ｌ－σｔ

ρｕ2ｄｘ） （12）
又

∫Ｌ＋σｔ－Ｌ－σｔ
ｘ2ρｄｘ≤ （Ｌ＋σｔ）2∫Ｌ＋σｔ－Ｌ－σｔ

ρｄｘ＝ （Ｌ＋σｔ）2（Ｍ（ｔ） ＋∫Ｌ＋σｔ－Ｌ－σｔ
ρ﹣ｄｘ

　　 ＝ （Ｌ＋σｔ）2（Ｍ（0） ＋∫Ｌ＋σｔ－Ｌ－σｔ
ρ﹣ｄｘ） ＝ （Ｌ＋σｔ）2（Ｍ（0） ＋ρ﹣｜Ａ（ｔ）｜） （13）

由 （11）～（13）�得
Ｆ′（ｔ）≥Ｆ（ｔ）2

Ｂ（ｔ）�

即 Ｆ′（ｔ）
Ｆ2（ｔ）≥

1
Ｂ（ｔ） （14）

（14）式在 ［0�ｔ］上积分得到
1
Ｆ（0） －

1
Ｆ（ｔ）≥∫ｔ0 1

Ｂ（ｓ）ｄｓ�

故由 （7）�必存在Ｔ�使得当ｔ→Ｔ－时�有
Ｆ（ｔ）≥ 1

1
Ｆ（0） －∫ｔ0 1

Ｂ（ｓ）ｄｓ
→∞。
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从而经典解不可能整体存在�即在有限时间内爆破。
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