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关于图的符号圈点控制

帅春萍�徐保根�赵金凤�赵 华

华东交通大学 基础科学学院�江西 南昌
摘要 引入了关于图的符号圈点控制概念�给出了图 的符号圈点控制数 ‘的一个下界�即证明了时于任意 阶图‘�
若其最小度 二叔‘ �则有 彩‘ 占一 成立�并且此下界是录好可能的。此外�还确定了几类特珠图的符号圈点控
制数。
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本文所指的图均为无向简单图�文中未说明的符号和术语同于文〔〕。
设 ‘二 � 是一个图�若 �则 表示 在‘中的导出子图。若 为图‘中的一个长

度不小于 的圈�“和�为 中两个不相邻的顶点�如果二〔 ‘ �则称二为圈 的一条弦。图‘的一
个圈 是无弦的当且仅当 二 ‘的一个无弦圈也称为‘的一个导出圈。

设 ‘和 为两个点不相交的图� 二 � �￡ 二 �
� 。任 ��〔 �则称 为 和 的联图。
近些年来�图的控制理论的研究内容越来越丰富。加拿大著名图论专家 州 ’等人先后引

人了图的许多不同类型的控制概念及其变化形式。 姚 年美国图论学者 物 ” 等人出版了两部专

著 【� �较为系统地综述了近期的一些主要研究成果。值得注意的是 几乎所有的概念和结果都是针对
图的点控制而言�很少涉及图的边控制问题。为了更进一步丰富和完善图的控制理论内容�文 【已将图
的点控制概念转向研究图的边控制问题�并获得了不少的研究成果�如符号边控制、符号星控制、符号团控
制等�符号圈控制等。然而�几乎第一种符号边控制概念都有其对应的点控制�为此我们引人图的符号圈
点控制概念如下

定义�设 “二 �“是一个非空图�一个函数 卜 一‘�’咖果满足�。蔽尸�‘’对 “中每一
个无 弦 的 圈 均 成 立�则 称 为 图 ‘ 的 一 个 符 号 圈 点 控 制 函数�而 � 二而

艺 � 为‘的符号圈点控制函数 �称为图‘的符号圈点控制数。
公〔
由定义 知有如下性质

之 二‘ 之一 ‘
对于任意两个点不相交的图 ‘�和 ‘�均有

了‘ 二了二 下二

对任意图 �有 二‘ ‘ 拟业

彩 二一 当且仅当‘为一个无圈图。
在本文中�主要给出了图‘的符号圈点控制数 彩 的一个下界�并确定了几类特殊图的符号圈点

控制数。
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主要结果及其证明

如果一个平面图 ‘的每个面 包括外部面 的边界均为三角形�则称 ‘为极大平面图。
定理 对于任意 阶极大可平面图‘ 之 �均有

‘ 二 一 月

� 二 一月

其中爪 表示图‘的点独立数
证明 将图 ‘嵌人平面内�设 为‘的一个符号圈点控制函数�使得

�“ 二�。尧‘��·
令乃二 任 ‘ 】�二一�丑二 �任 �二一 �由定义知�

了� 二…左 一 召 二。一 召

由于图“的每个面均为一个三角形厂�由定义知�。澎 ·’‘’�从而”中任何两点是不邻的�即
‘夕‘�了‘ 二 滩卜 召卜 。一 召 之。一夕
另一方面�设 为图‘的一个最大 点 独立集�即有 二浏 �可定义图‘的一个符号圈点控制

函数 如下

一 �当。〔 时” “飞 �当�任、 时

不难验证�为图‘的一个符号圈点控制函数�从而 � 感艺 。二。一浏‘�结合上述得
�〔

‘ ‘ 二刀一夕 。
记 二 �� 二 �。� 为图

设 为‘的一个符号圈点控制函数�使得 二

如下

的一个最大 点 独立集�类似地
习 。定义图‘的一个符号圈点控制函数

。 犷

��、刀’二
当。任 时

当 二。。时
不难验证� 为图 的一个符号圈点控制函数�由 得

�‘万。万 。二 � ‘二。 一月‘。。〔

另一方面�设 为 的一个符号圈点控制函数�使得 二�。蕊厂�·由于 的每一对相邻点
均在一个三角形中�故在 下标号为一 的点是不相邻的�即令

二 。任 。 一 �有 鉴月 夕 �因此有
、万 二 万 一 召 之。 一夕 �结合上述得 二万 二。 一夕 。证毕。
定理 对于任意 阶图 �若其最小度占二叔‘七 �则有 彩 之 占一 �并且此下界是最好可能

的。
证明 设 为‘的一个符号圈点控制函数�使得

� 二 艺 �。〔
令注二 任 。二 �刀 。任 。 一 �记 注 �刀 �由定义知�二 二 一

二 一。。因为。二。‘二�故‘中有圈�从而至少有一个无弦圈 �由定义得 艺 �二�故 二�〔
在 ‘中去掉、一 个 中的点 连同其关联的边 �得到一个图 �由于 中恰好只有一个 中的点�

故 为一个无圈图�从而 占 ‘ �占 占 簇占 一 二��即
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‘ 二 卜 七 占一

下面说明此下界是最好可能的。
对于每一个整数占之�定义一个联图‘二凡 瓦二百�可见占 二占七�从上述知 � 二占一。。

另一方面�令 �二 凡 �胜二 瓦瓦 �定义图 的一个符号圈点控制函数 如下

�当。任 时

一 �当。〔胜时
、

一一

不难验证�为图“的一个符号圈点控制函数�从而�即“气募‘厂�二“一“�因此有八 “二”
一 �即定理给出的下界是最好可能的。证毕。
下面给出几类特殊图的符号圈点控制数。
定理 设 和。均为整数�则
当 七 时�下� 二 一

当 七 � 七 时�二 。 二 一

当��” ”�叮�‘“ ·�二 当
为奇数时

为偶数时

对任意树 �均有 ��二一 。
证明 设 为图凡 的一个符号圈点控制函数�注意到 七 �戈 中任何两个点在同一个三角形中�

故在 下标号为一 的点最多只有一个�即 彩 二 一

设 为图嵘�。的一个符号圈点控制函数�注意到。七 � 之 �嵘�。中任何两个点均在一个无弦的
中�故在 下标号为一 的点最多只有一个�即 儿。瓜�。二 一

和 均是显然的�证毕。
定理

证明

令 二

设整数 。之 �则 。 轮图 叭十�二 。 �的符号圈点控制数

二。卜宗交霭蒙翼
设 为图‘二叭�的一个符号圈点控制函数�且使得 � 二名 �。

〔州�任 �二 �二 。〔 。二一 �记 川 二�】 二�由定义知�
二 一 二 一 。。

由于 ‘二俄十中任何相邻的点在同一个三角形中�故 中的点在‘中是不相邻的�即有
国二‘爪“卜【剖·其中爪“伪 “的点独立数�表示不超过的最大整数。从而有

“二 ’一�‘二 �一【晋
情况 当 为奇数时油 知 二 之 。
另一方面�令 表示图‘的一个最大点独立集� 二爪 。定义图‘的一个符号圈点控制函数

如下

八·卜撼 重丁瓜时
不难验证�为图‘的一个符号圈点控制函数�从而有

悄况 当

如果 �。
如果 �。

二 气募‘�二 �一� 二小 【合】二�故二 二。
。为偶数时 由 知 ‘七 。记 二 �。。
一 �则 二 �因此 二 二。一 之��由于�。歌 ” ”’�因此二“ “ �二
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由性质 及以上两式得知 ‘ 之 。
另一方面�取 印为“的一个点独立集�且使得川二合一�。定义图“的一个符号圈点控制

函数 如下

卜仁 重丁瓜、
不难验证�为图‘的一个符号圈点控制函数�从而有

即“‘。。斋‘� ’一 二�故 二。
至此�定理 证毕。
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