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摘要 令 二 。 是图‘的极小符号控制函数 是图的上符号控制数上界�根据最小度最大度等参数改进了
上符号控制数的上界�是对 在正则图中给出的上符号控制数上界及 吨 和 在几乎正则图中给出的

上符号控制数上界的一个推广 与口】沁唱 �盏 。 在 【」中确立的解相比�结果更为精确。
关 扭 询 符号控制函数 上界 上符号控制数
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本文讨论的图都是有限简单图。设图 ‘二 � ��任 的邻域定义为 。 二 浏任 �闭
邻域定义为刀 二那 。 。。顶点�的度数定义为 。二 刀 。我们称图 是 一正则的�如
果对于任意顶点 �任 �都有 。 二 。称图 ‘是几乎 一正则的�如果对于任意顶点 。任 �都有
。 二 一 或 。设 二 �我们定义刀 。。 ��用 峨 �表示。在集合 中相邻的顶点数。图
‘的最小度和最大度分别用占 和△ 表示�在不引起混淆的情况下简记为占和△。对于不相交的点
集 和 �我们用 。 � 来表示 和 之间的边数。本文中用到的其它术语请参照文献 【。
图‘的符号控制函数是一个函数户卜 一��使得对于任意顶点。任 �都有名 “。、。�〕 “ 乡。

我们记 。二艺。。�〔。〕。。符号控制函数 的权重定义为。 二艺。。 。。符号控制函数 是
极小的�如果不存在符号控制函数 尹 使得对于任意顶点。〔 � 。感 。。图‘的上符号控制
数用几 表示�定义为 。 二 是图‘的极小符号控制函数 。
已有结论

对于正则图� 给出了 。的紧上界川。
定理 ’ 如果 是一个具有 个顶点的一正则图 二 �那么当 是偶数时�。‘、兽特兀 宁

当 是奇数时� 鉴 几 秀一 “
对于几乎正则图� 和 在 【」中给出了 。的较好的上界。
定理

’
定理

如果 ‘是一个具有 。个顶点的几乎 一正则图�那么当 是偶数时� 。 鉴

“ “是奇数时�。“�感韶概写里。
数时�尸

如果 ‘是一个具有
乙 占 一 占一

△ 占 一占
蕊△ 占 占

△ 占 一占
鉴乙 占 占

当占是奇

￡△ 占 占一

个顶点的图�那么当占是偶数时�厂。‘
特别地�当‘是一个欧拉图时�尸

主要结论

根据现有的结论�本文进行了推广和改进�我们得到的定理如下
收稿日期 侧为一伪一巧

作者简介 刘惠敏 以一 �女�山东人�硕士�研究方向为图论及其应用。
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定理 设图 ‘二 � 的顶点数为 �最小度和最大度分别为占和△�则
当古为奇数时�

乙 占 一 占一

△ 占 占一 �当乙七 占时
△ 占 一 占一

△ 占 占一 �当占‘△ 占时

口万护

镬
了‘、

厂

当占为偶数时�

。‘ ‘蒸豁黑时
特别地�当图。的所有顶点的度数都是偶数时�有 ‘‘孕兽续月共。。’�月切 ’一 一 ”硕‘尸” ‘��、”谬 ’门 一刁’曰 ‘“、“‘吸乙 占 占’。

定理的证明

为了证明本文结论�我们首先给出 叮等人在 【〕中提出的如下定理。
引理 图‘的符号控制函数 是极小的�当且仅当对任意满足 �二 的顶点�任 �存在一个顶

点 “ ��使得 � 。
现在我们来证明本文的定理。
设 是图‘的几 函数�尸和 分别表示图‘中函数值为 和一 的点集。当占二 时�结果是

显然的。因此我们只需考虑占之 时的情况。
为书写方便�我们记粤」二�鲁」二���「华 刁二��「华 〕二��。” 产碑 ’ ”刁目‘ 一 “ ” ‘ 曰一 ” ” ’一 “‘” ’一’‘“
显然�对于任意顶点 � � 探〔� 二 。 。一 。。根据引理�材尹口。设 尸 二 �
二。�则。 二 尸卜 材 二 一。。

对于任意顶点·。��有、·二今」�否则 �。我们定义。二·。尸、·�二‘��‘二。��…����设 ‘二‘。这样我们就把尸划分为� 个子集。故
二 �二。 名�‘

对任意顶点�任 �有寿 � � �否则五�〕 。我们定义码二 。任 �。 二 �二
�� �…���‘二 一 、 ·设 二 �所以 ’一
的一个划分。
由于材中的顶点最多与 中△个顶点邻接�故

一艺、价。显然 城�一 �’是

弓如‘二·”�“’“‘� ”’‘�’△一‘。�”’‘”
因此

动‘鉴如 一 △一� �
、

… 乙一 。、艺闺

当 二口时�由 得 名 ‘、
‘

名 “ △十一。
二

即 七 △ �所以几 二 一 握 乙一 △ 。
易证 △一 乙
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鉴而·△ 占 一 古一 乙 占 一 占一

△ 占 占一 �△ 占 占一

△ 占 一占 △ 占 一占 ’�△ 占 占 � 占 占 ‘
因此我们只需证明 尹必的情况。
当 笋口时

根据 和 的划分�对于任意顶点。任 场� ’�丸。」七。所以对于任意顶点。〔 �当丸�〕
二或 时�有�〔 牲 界 岭 对任意顶点�‘ �由于 是极小的�由引理可得�存在 “〔
。使得 ‘ �卜设 二 任 。’ 〕二 或 。则 二 �二�‘·所以

‘�

二 ‘ � 二 。� ‘门
同理�对任意顶点 。〔 门 �镬 “ �一定存在 “的邻点 “��使得 “‘〕二 或 。显然 “�任
、 ‘ 、岭。当�任 、�‘时�最多和尸。中‘个顶点相邻当 �〔 、鱿时�最多和

。中 个顶点相邻。设 ’‘二 ‘只 凡 二 �沪‘二 ‘ 一 “。因此我们可以把
‘‘ “ 划分为两个不相交的集合 ’‘和俨‘�即 ’‘ 〔 ‘门 凡 。设 尹‘二�“�则
俨‘二 卜广·由于任意顶点 “‘明、� “都与比、�鱿中至少一个顶点相邻�因此

‘

艺�’‘二 、 …
‘二吕色

由 和 得�
‘一

�。艺 ��‘艺 门 一��‘‘昌二 ‘

现在我们根据最小度占的奇偶性分情况讨论。
情形 当占是奇数

‘ ‘ ‘� ‘

艺 ��、名 �‘一��‘艺加、艺
二� ‘二与 吕二与 二、

此时�。二 占一 。
与

七 占一 左时�占 占一 七 成立�由不等式 和 得�当、

。二 艺 ‘十名厕 艺�‘二
‘一 �一 ‘

艺 �‘艺�‘名 。‘� 一 ‘� 少��
。 今
十云二万白 甲‘

劝 占 劝
山皿 蛋 万二万户 艺玛蛋 占 ‘ 占 合�‘了一万。 一蕊尸一万‘“ 、 一 �

一 一 少二‘

占 ‘
廷‘” 了万 。 全位号兴二卫

二 一

、门、呜名、艺

当乙全 古时�又 ‘山万一 过丝渔二塑 、
占一 ‘

占 △一 占

占一

△一 占 。
二卜气二一丁一 》
一 一 一

此时。‘ �拱 ��即 占一
爪七△ 占 占一 “

因此� 厂。 二� 二 一。 △ 占 一 占一‘△ 占 占一

当占蕊△ 占时�结论已由【」给出。
情形

此时

当占是偶数

占

一 。当
占

一了 ‘七‘
‘

成立�故由 和 可得

、曰习
爪

占‘
乙之 下于口幼‘
与

了、� �、‘山 甲‘�名厕 名�‘二
一 ‘

� �‘艺�‘ 艺
、习

甲
、艺

气叭户

、名
二 与

占
‘
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占‘ 几厂

‘

艺厕 二
�二、

伞邺人�
占 一 午加 一‘�玛

少 、
叭
、名闭

习厕‘少 �

擎终人
占 一

、艺‘队
一

当△之 占 时�又 ‘△ 所以

些匕鱼鱼二红鱼旦五�些匕互生卫互旦卫丛�些二卫华土且�。
百 一 一 叮 一

。 “� 占 � 而因此 蕊。 卫债艳 。�即 。之万 二书专�二。
目刊 ’‘受’仆丫 占 “ ’叮 ’仆‘乙 占 占“

此时 ‘二。 二。一。‘黔裸书 。一 一 ‘ 一 气 乙

当占‘△ 占 时�结论已由 给出。
特别地�当图 ‘的所有顶点的度数都是偶数时�对任意顶点 “ 〔 门 蛋 “ ‘��“最多和 中

‘

个顶点相邻�这样由不等式 可得�。‘名 如
‘二

所以。二 �。 名�‘二 名 ‘客�“二·客‘·�‘簇。·午客�‘
宣 ·‘爪十硒 爪

占

‘二 ‘

气

习 △一 ‘
二、

擎邺人。
占 一 ’

即

比较结论

而

七△ 石 占�因此几 二。
乙 占 一占

二 一乙 ‘可不万石万

帕捌 地�我们令 占二△ 二 �则 当 是偶数时�△ 占 一占

△ 占 占
二

川 当 是奇数时

二无 无一 “ 这样我们就得到了定理 。、了工、�产了、工户、
乙 占 一

△ 古

令 占二 �乙 二 �则当 是偶数时�△ 占 一占

公 占 占 一 当 是奇数时�
公 占 一 占一

乙 占一 无 几 。这样我们就得到了定理 。
因此�定理 和定理 是本文定理的特殊情况。
山�乙 占 一 占一 △ 占 一 占一 公 占 一占 乙 占 一占 。、��� 。‘、二
出丁万刃否不丽下飞万二下了‘万又落下丽 不又万万百’云而下厄了不万 ‘矛落丁石丁万�久曰团 队仪团

时�它的所有顶点的度数都是偶数。显然�本文定理是对定理 的进一步改进。
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