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摘要 首先利用一维有限元特征分析方法计算所得到的异形夹杂角端部应力奇异指数和奇异应力场、位移场角分布函数
并依据 卿 一 原理�开发出一个特珠的、能够反映夹杂角端部局部弹性现象的 边形超级角端部单元�然后将
该超级单元与标准的 节点杂交应力单元辐合在一起构建了一种分析异形夹杂角端部奇异弹性场的断型特珠杂交应力有

限元方法。文中给出了两个应用算例�算例结果表明 该丈方法不仅使用单元少、计葬结果精度高�而且适用范围广�可拓
展应用于分析复合材料徽结构组织与力学行为关系。
关 锐 词 夹杂角端部 应力奇异性 广义应力资度因子 杂交应力有限元
中圈分类号泪夕场 文献标识码

工程复合材料中有很多是利用颗粒、短纤维或晶须进行增强的。这些增强相 或称夹杂 提高了复合

材料的机械性能�但同时也带来了新的力学问题�其中一个重要问题就是夹杂角端部的应力奇异性〔’〕。由
于应力奇异性的存在�复合材料在承受外部载荷时�往往会从夹杂角端部积累损伤�进而形成裂纹等缺陷
导致复合材料的破坏。过去�在求解夹杂弹性问题时�通常将夹杂形状视为椭国形〔〕�实际上�工程复合材
料中夹杂形状多为非椭圆形或称异形。对于异形夹杂弹性问题求解�刘一华和许金泉 用应力函数解析

法研究了短纤维界面裂纹尖端奇异性�但并未得到反映裂纹尖端奇异场强度的应力强度系数 ’〕以及
阳 等人’采用奇异积分方程方法分析了异形夹杂角端部的应力奇异性和奇异应力场 还有一些相关异

形夹杂问题研究成果�限于篇幅�不一一列举。解析法只适用于简单问题、简单材料和简单几何构形 积分

方程方法需要弹性问题基本解和对每个夹杂周界进行单元划分�使用起来不方便。有限元使用方便�但由
于有限元法需要在域内进行单元网格划分�特别是在分析局部应力梯度变化较快之处�为了确保数值结果
精度�往往还需要进一步细分单元网格�因此�有关用有限元方法分析异形夹杂间题的报道�据作者所知�
目前尚未见到。
基于上述背景�本文拟将作者 以前提出的求解楔形切口角端部奇异弹性场的杂交应力有限元方法

进一步拓展�楔形切口内空腔用弹性夹杂填充�最终导出求解异形夹杂端部奇异弹性场的杂交应力有限元
方法。这里问题的关键是如何构造一个能够反映夹杂角端部局部弹性现象的超级 边形角端部单元。
为此�将 边形超级角端部单元求解问题�分解为夹杂域内和基体域内两个角端部单元问题�进行单独求
解�然后通过夹杂和基体之间界面上力与位移的连续关系�将夹杂域内角端部单元解和基体城内角端部单
元解联系起来�最终形成超级 边多边形角端部单元解。本文最后应用算例表明 夹杂角端部只孺要一
个超级单元替代传统细分单元�即可得到同样精度的数值结果 本文提出的方法应用范围广�可应用于非
均匀复合材料微结构组织与力学行为关系研究以及智能材料力学行为研究。
珑业妙 一 淤加跳 泛函衰达式与 边形超级角端部单元刚度

杂交元法最早是由卞学成 于 年提出的�目前该方法在求解含单个或多个奇异点的弹性力学问
题方面已被公认为具有独特优势�使用简便陈 川。与用杂交应力有限元法计算裂纹问题的 罗

泛函表达式不同�为了使用杂交应力有限元法分析异形夹杂角端部奇异应力场�我们需构造另一
个如图 所示的、能够反映夹杂角端部局部弹性现象的 边形超级角端部单元。该单元刚度矩阵的建
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立依赖于单元节点力与位移之间的关系。为此�将如图 所示的原始边值问题分解为图 和图

所示的两个不同子边值问题�即 基体。’在其边界 ’、 和 上已知位移的边值问题 夹杂。
在其边界 护��和几 上已知力和位移的混合边值问题。这里 和 护是基体和夹杂角端部外边界�构
成超级单元边界�由 个依次相邻的边界单元组成 �和 为基体和夹杂之间结合界面。依据 止卿

一 原理和作者工作图�对两个子边值问题分别独立定义两个泛函�见式 和 。

八〔添衬
超级单元边值原问题 夹杂域子边值问题 。

圈 超级单元边值问瓜分解

对于子边值问题

基体域子边值问题

喃二 告。乱、�。。一。‘。“ 。一��乱孟‘��一。、一 ‘孟一。、‘孟� ‘ “‘ “ ’
对于子边值问题

二二�鲁。、�一。。。。一��孟‘��一。、 飞 “、。一‘ ’�几
式中 ��和 分别是应力、位移、边界张力和弹性柔度矩阵 表示应变与位移之间的微分矩阵算子

符号一为已知量下杆 和 表示来杂域和基体域。根据杂交应力元定义〔〕�边界位移孟‘”�司”和石‘
与“不同�它们由超级单元的边界单元节点位移内插得到。子边值问题 中的边界位移司”和子边值问
题 中的边界张力奋 假定为已知的�但实际上是未知的。

为使两个泛函取得最小值�分别对方程 和 进行变分�得到以下两个方程组
对于子边值问题

刀 二 � 二刀 “�� 位于基体域口�内
二 口�位于基体边界 上、结合界面几和几 上
。二沪��位于基体边界 上 “二司�位于结合界面厂�和几上

对于子边值问题

口二 ���二刀 “卜 位于夹杂域 。 内

�二 �位于夹杂边界 护上、结合界面 和几上

“二沪��位于夹杂边界护上愁二一心�。��位于结合界面 和几上
式中。“’�。‘和可 分别是对应于边界 �护和结合界面 �� 单位外法线 、矩阵。上面两组方
程足以使子边值问题 和 分别获得解决。假定方程 在基体域口’内和方程 在夹杂域口 内

均自动满足�则泛函 和 分别使用散度定理后�有

二、告 弧。。十告 。弧二 一 孤孟‘��一 弧去��‘砂“ ’ � “ “
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武二告了一‘一扩“”‘“·丁�“�”�一‘“一告丁。�。 “�
将以上夹杂域和基体域两个子边值问题解进行叠加后即获得超级角端部单元原问题解�但夹杂和基

体之间结合界面上的力和位移必须满足连续条件�即
二“二砂� 位于结合界面 和几上
。‘��二。‘��二一。����二、。。 位于结合界面厂和几上

将方程 和 相加�并注意到条件 和 �得到原问题解为

犷二二、二卜粤 �聂。、十令��。��一 �系去‘���一二�孟‘��、‘ ‘ 厂

将 和 统一记为 �。。和。�统一记为。�澎’和补 统一记为孟�则方程 改写为

犷二冬 ��一 �在乙

式中 二 十护。方程 即为我们用杂交应力有限元法分析异形夹杂角端部问题所需要的

一 泛函表达式。
对方程 进行变分�并令而‘二 �则有

罗

、、了刀、、产
曰哎户口几‘二

飞了、才矛、

式中
一告加饥娜加

补二〔认�…�若刹
式中饥 为超级角端部单元边界上节点向量 图 中�二 为超级角端部单元边界上节点数

弋 ��二 口 牙 一’。
式中 牙 和 是如图 所示的沿着超级角端部单元边界进行积分的一维积分�即

二 �了 �了 �了川 �
二

告。‘·��、
。··��、、�

‘二�一和。杯
式中 是边界 单位外法线 、 矩阵 �劝和
�刃可由作者过去所建议的一维有限元特征分析方

法 【川计算得到�它们分别与异形夹杂角端部应力奇异
指数、位移和奇异应力角分布函数有关 为线性插值

函数 是图 中边界积分单元的始点到边界积分单元

上 的距离 为边界积分单元两点间的距离 为二

阶恒等单位矩阵。
将以上模拟夹杂角端部近场的 边形超级角端部

单元与反映夹杂远场的标准 节点杂交应力元藕合在

一起�即可构造出一种分析夹杂角端部局部奇异弹性
场问题的特殊新型杂交应力有限元方法。 圈 。边形超级角端部单元示宜圈

应力强度系数定义与确定方法

对于平面问题而言�任何夹杂角端部附近位移和奇异应力场在极坐标 � 底下可以表示为
“‘二名己尽 ‘’‘ �。。二名几材 海 �‘� �
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式中 为角端部应力奇异指数个数 凡为角端部应力强度系数�反映了角端部附近强度的大小 人意指

角端部应力奇异指数�一 入‘氏 ‘ 和寿 分别是位移和奇异应力角分布函数。应力奇异指数和
角分布函数均可由作者曾提出的一维有限元特征分析方法�“〕计算得到。
若材料为均质材料�当夹杂材料与基体材料的弹性刚度比满足一定范围时 ’�夹杂角端部局部弹性场

主要由两个实应力奇异指数控制�即
� 、产几、 产爪

若应力强度系数 �和 凡 是根据 二 参见图 上的细和勾来定义的�即
内。“。二 ‘�。二 �产 凡产 。� 。
汽“ “‘�。二 “ �产城�。十凡产

上面应力强度系数定义意旨角分布函数 ‘和娜 在 射线上归一化�即有 二和

种 二 求解方程 和 �我们得到以下形式的两个新方程
�一从� 卜 气 一 ‘ 。口凡〕一‘�
凡 一从 二 凡一叭口户。 〕『一孟�

因此�按照裂纹尖端应力强度因子的定义�夹杂角端部应力强度系数可定义如下
� 二

� 二

不不洒而而而而黔一‘〔口、、一�、。。。、
万而 渝杯丽勿一‘’〔·心一“气。户。。“’〕

对方程 和 两边取对数�应力强度系数 �和 �则可按照线性外插或最小二乘法得到。
具体做法详见许金泉和刘一华等人〔’”�川以及作者〔’〕工作。
数值算例与讨论

本文应用以上方法计算了如图 所示外载作用下的两个夹杂问题。第一个夹杂问题作为考核算例�
和现有解比较 第二个夹杂问题作为新算例�考察内置金属基压电智能传感器对金属强度和变形的影响。

为便于比较�使用以下形式的无量纲应力强度系数
口口

曰退﹄一曰。菱形夹杂

��

。粼一‘
‘仓

二 � �人
三 、︸︸︸

矩形夹杂

�

�
“硬不不

�
一李一‘ 睿 阵七一风 个��一二

口》一‘� �孟
式中 为菱形夹杂半宽度 见图 为矩形夹杂

半宽度 见图 ” 。井和 导分别为远场拉伸载荷和
剪切载荷。

各向同性材料中单个共形夹杂问硒

一 一备
佃

菱形夹杂 矩形夹杂

圈 两个异形央杂葬例示 圈

作为考核算例�考虑图 。所示远场载荷。异、。二和 导作用下无限大各向同性板在内含一个菱形夹
杂问题。假定问题为平面应力问题�分析夹杂角端部 处附近奇异应力场。为模拟无限大板效果�我们
在计算中分别取板宽二二 、板高 二 。另外�考虑到问题的几何与载荷的对称性�只对图 所示

的板右半部分进行有限元网格划分�计算中一共使用了 个 节点杂交应力单元和 个 边形 节点
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超级夹杂角端部单元�单元划分见图 表 给出了无量纲应力强度系数 ��和 尸 � 二护 随材料

剪切刚度变化的本文计算结果和 〔’】的数值解。从表 可以看出�本文计算结果与 川的数值解�
吻合很好�说明当前解是非常精确的 图中黑体字数据引起最大误差 。

各向同性材料中单个矩形压电夹杂问题

在智能结构中�压电材料作为传感器或驱动器常
常粘贴或直接植人主体材料中。内置的压电传感器或
驱动器对主体材料强度和变形影响问题在力学模型上

可以按一块板材包含一个矩形压电夹杂问题来处理。
图 描述了远场单向拉伸载荷作用下一块无限大各

向同性板包含一个矩形压电夹杂的问题。假定各向同
性板为金属铝材�压电材料为 ’或 �问题为平
面应变问题�铝材内部和夹杂结合界面电势为零。为
模拟无限大板�计算中取板宽 。二 、板高 二 。

日日日日
尸尸尸尸尸

牛牛
另外�由于问题的对称性�计算中我们对图 中右上 圈 取右边 模型的单元划分

角四分之一域内进行有限元网格划分�结点超级单元
如图 所示�其余部分采用传统 结点单元。我们用以上的方法计算了沿压电夹杂界面 。二毋 角端部

处无量纲应力强度系数 工�和 �。当前计算所使用的单元数较少�只采用几百个单元就能得到收
敛解。表 给出了对应于压电 ’和陀 的计算结果和采用的单元数。计算结果表明应力强度系数
�和 �、均随夹杂几何尺寸比 “ 增大而减少�并且当 � 和 �均趋于稳定值。这意

味着当 “ 以后�几何尺寸比 对 �和 �的影响消失。
衰 无 纲应力强度系数 和 、本文结果与现有俪 解川比较

儿心 内 内
����“ � �� 犷门 犷 。���口

口晚 川 旧吮 口晚 〔 阮 【
�︶�呻公一乃咤月‘气︸�队工︼甘�︶、﹁勺︸�八石‘︸门里

︶

塑哪舰仰

�且︸︸

�且

以刃

《
�以幻

《洲

乃陷吮

一 伪

一

肠

以

一 以巧

一

一

一

闷科

一 田

一

。翻

卯

印

夕刀

一 肠

一 一

一 一

衰 铝签 科和伦巧 压电夹杂角端部 处应力强度系傲

单元数
铝基 禅压电夹杂 铝基 巧 压电夹杂

刀

故

斤

田 印

砂�男
确

肠

乃

凡功 。男

卯

佣

、护�。另

兔

凡功 另
卯

创巧

种

结论

开发了一种能反映异形夹杂角端部局部弹性现象的多边形超级夹杂角端部单元�将该超级单元与标
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准的 节点杂交应力单元祸合在一起�即建立了一个求解异形夹杂问题的特殊新型杂交应力有限元方法。
通过文中给出的数值算例�我们可以得出以下结论
本文给出的方法不但精度高�而且使用单元数少
适用范围广�可以肯定�本文方法在求解复合材料细观力学问题方面将显示巨大的吸引力和应用

前景

对于各向同性材料中含有单个矩形夹杂的问题�当几何尺寸比 时� 对 �和 ��
的影响可以忽略不计�此时夹杂可以处理为一根纤维。
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