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简单无向不同构图的计数通式

周学松�金衍义�年灵素
浙江工商大学 统计与数学学院�浙江杭州 的

摘要 简单无向不同构图的计数问题是一个十分困难的问题�利用生成群对点集合的二元子集的作用所得的杭道数�给出
了计葬由点所组成的简单无向不同构田的总数的通解公式。
关 妞 饲 同构 对称群 引理 杭道 不动饭

中圈分类号 文献标识码

计数是组合数学的一个重要内容�而实际问题中有很多的计数问题是十分困难的川。求计数的通解公
式更是困难。文献 【对项链问题和不同构图问题利用 引理分别求了一个具体的计数问题。徐保
根教授 给出了项链问题的计数通解式�本文利用生成群对 点集合的二元子集作用所得的轨道数�给
出了简单无向不同构图问题的计数通项公式。
预备知识

定义 ‘以 设 ‘是一个群�单位元是。�。是一个集合�如果 〔‘对应。上一变换�即对
〔口� 任。�满足

。 二 � 口�
二 � � 任口� � 任 �

则称 ‘作用于口上�酬二为 对二的作用。
定义 仍 设。为目标集�群 ‘作用于。上�。任。�集合。。二 。 任‘�称为。在‘

作用下的一个轨道。
定义 设 ‘�二 �� �几 二 屹� 为两个简单无向图�若存在双射

‘ 胜

满足 �‘�竹 〔 特 �‘� 竹 〔
则称 ‘与 ‘同构。
直观上看�两个同构图的唯一区别就是顶点的表示符号不同。下面来讨论如何计算简单无向不同构图

的数目。为此我们需要进一步描述这个问题 �。
简记 二 ��…�。是。点的集合� 二 ‘� �〔 �‘尹 � � 二 � 是 的二元子集�
二 � �则每一个映射

”
对应一个简单无向图 ‘二 � �其中

�‘�竹 � 任 � � 二

全部 到 的映射的集合记为

。 二 一 二
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我们用口同时表示 点上的全部简单无向图 口中图的点都是有标号的 �则

。 二 ‘�二 代
下面考虑简单无向不同构图的数目。设 。是 次对称群�定义 。对简单无向图图的集合。的作用

为 〕加
〔 。� 二 � 〔口� 二 � �

其中 二 �‘� 竹 �‘�马 任 。
显然州‘与‘是同构的�它们在同一轨道上。因此�非同构的图的数目就是 。作用于集合口的轨道

数�可用 引理求得。下面的关键间题是求 〔 。在。上的不动点数�而这又与对称群 。对
的作用相关。定义 。对 的作用为 任 。� 甲二 � 〔 � 甲 二 � 二 �
当 为 的不动点时�则 二 此时对 甲〔 �有 树 二盯 卯 二 卯 �而甲与 卯

在 凡对 的作用的同一轨道上�所以 的不动点与 。对 的作用有很大关系。下面定理具体揭示了这种
关系。
主要结论

定理

�
几次对称群 。作用于简单无 向图集合 。 二 二 �其 中 二

�二 ��…��护 � � 二 � � 二 � �则其轨道数为
二生 一一一一一一一一二丝 一一一一 一 一

�‘‘ �孟 、 �几。 、 孟 、二 ‘ 矛� 口 … � � ‘ 八 � 一 � 二 吸‘ 几 一 ” ” 一 ” ‘ ’一 ’几
气

其中 的类型为 ‘�与二洁�和式是对 。中所有可能的不同置换类型求和�公式中凡为

、二渝蕙。�…‘�
这里扩的类型为 ‘场…褚、�。妇为 的阶。
注若此二中从� �则疏二取 公式中的从��孟。来自扩置换类型中相应的从��从。
定理证明

在证明定理之前�先来证明几个引理。
引理 若 〔 。� 二 � �二 ��…��护 � � 二 � �生成群 对 作

用的轨道数为凡�则
受‘ 几‘︾自川上

凡 “石
其中扩的类型为 人人。…矛��。 为

证 由 定理知

的阶。受‘中入 �则 长‘取 。

、二渝擎扩
其中 扩 为元素扩在 中的不动点数。若 � 任 是扩的不动点�则

� 扩 � 二 扩 �扩
于是

扩 二‘且扩 二 � �包括在扩中长度为 的轮换内。在这种情况下扩在 中的不动点
数为疏‘

扩 二 且扩’ 二 � 则此时 �包括在扩中长度为 的轮换内。共‘功 小动点数为从。
综上所述�当扩的置换类型为 ‘、…矿“时�则扩在 中的不动点为诱‘ “ �代人 �结沦得证。
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例 取 二 得 � � � � � �对于 二 任 �
则 � 的类型分别为 ���
于是不同的轨道数为

凡二告 �‘诱 ��二�
两个轨道分别为

。 二。 二 � 二 � � � 二 � 二 � �一� �
。 二。 二 � 二 � 二 � 二 � 二 � 。

引理 。次对称群 。作用于简单无向图集合。二 � 二 �其中
二 � 一�二 ��…��尹 � � 二 � � 二 �

则盯 〔凡 在 中的不动点数为

二 气

其中 为户 ‘二矿·型 换�凡见引理 。
证 由引理 �设伞�伞’’·气 为生成群 对 作用的不同轨道�则。中的元素只要满足

在每个轨道上取值相等就是 的不动点。即 的集合

二 毋 〔巩�酬 叭 二 翻件” 二 价 �二 � ·凡
是 的不动点集。
这是因为对 甲〔 �总存在一个轨道叭�使得甲 叭�所以有盯树 〔叭�由 的定义得

甲 甲 二 甲
故 了〔 �都有 二

下面证明 的不动点都满足集合 的条件。
显然。二。 是有限数。设了是 的不动点�则以 二 甲任 �有

甲 二 甲 二 甲
再由州目 〔 �有

甲 二 甲 二 甲
即

甲 二 甲 二 �
同理

广 司 二 广一卯 二…二 创目 二 目
而

‘甲 甲任 � �…二
是生成群 对 作用的一个轨道�由 知不动点了满足 在生成群 对 作用的轨道上值都

相等。
集合 中的元素就是 的全部不动点

动 二 二 气 即结论成立。
例 取。二 得 二 � � � � � �所以 丫二 这八个映射 �乃�…� 具体为

二 二 二 二

二 二 � 二 二 � 二

乃 二乃 二 �乃 二 二 � 二

二 � 二 � 二 � � 二 。
取 二 ‘凡二凡 二 二 。的四个不动点为 �儿�介�几。
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引理 若口与 为 。的元素�。与 的类型相同�且生成群 口与 作用在目标集 上的轨道数

分别为戈 和 则

证 丫 与 的置换类型相同�…。
伞

从 二

二 。作对应
口 月卜

定义为

伞 尹� 尹 尹 〔 。
则

尹 二 。尹一盖二。骨。。 一无一几骨。 一几一 几。尹厂气二
…伞为映射且为单射�显然 伞也为满射。
故 少为双射。
再由

少 尹二 尹 二少 尹 气 二产 “ 二尹�·尹 二伞 尹小

。与 同构。
由 引理得 凡 二从。
例 取 二 得 二 � � � � � � � � � � � �对于

〔 �则 �口的类型分别为分�且 � 的类型分别也是分�。
于是不同的轨道数为

骨尹 二尹

伞 尹

二 � 二 抖

、二合 �以�二二、
。的四个不同的轨道为
。 二。 二 � 二 � � � 二 � 二 � � � �
。 二。� 二 。 � 二 � 二 � 二 � 二 � �
。 二。�一二 。 � 二 � 二 � � � 二 一� 二 � �一� �
二口 � 二 � 二 � 二 � 二。 � 二 � 。
的四个不同的轨道为

口 二。 二 � 二 � 二 一� 二 � 二 � �
口 二口 二 � 二 � � � 二 � 二 � � � �
。 二 一二 � 二 � � � 二 � 二 � � � �
。。二。 � 二 � 二 � 二 � � 二 � 。
下面给出定理的证明。
证 由 次对称群凡对简单无向图集 作用及 记 定理得

“二亩艺 �
〔

由引理 知

二 气

其中

、二渝馨。。�·‘�当 与 置换类型相同时�由引理 知凡 凡 �由引理 得
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而 。中与 类型相同的置换个数为 ”
甲 一 孟二 孟� ·孟·义�卜二矿。·久孟一 久

其中 的置换类型为 孟怀二矛�将以上各式代人 公式得证定理 。
在求生成群 对 作用的轨道数时�要知道扩的置换类型�才能求 扩。下面给出一个求扩

的置换类型的方法。
引理

证 由

设。的置换类型为‘�型�则尹的置换类型为引‘�其中、

二 � 劝 二 ·‘。若口的 换类型为 ‘型�则 。口 二

‘含二一音二·替二·‘’二·。 �谕
二 � 。
。设 。 �由

又由 产 二 内 “ 二。。 �今“
而

由 得

含�’ ‘翻爪
乙

二了

于是 尹为引‘型置换。、

由该引理�若 为 孟�二洁型置换�则扩为
刹‘’‘’司‘ 习哪‘…划 “

型置换

例

此处

此处

应用

其中 ‘二 � �‘二 ��…�
若 口二 熟 〔 �即 的型为 �于是

�二 � 的型为‘矛二子‘ 粤‘“ “

二 � 二 �入 二 二 � 二 �人 二
。 二 的型为 二子、‘手 “幼

� 二 �几 二 二 � 二 �又 二

由 个点可以组成多少个非同构的简单无向图。
在群 �中�不同的置换类型有七种�分别是 �� �� ��’‘�’��’���在 中与 孟‘… ‘�类

解问

型相同的置换有
孟�·入一 ·孟·孟 … 孟�·人 个�所以依此可求各种类型置换在 中的个数�见表 。

下面分别求这 类置换的生成群对 作用的轨道数凡。
乱 ”州型置换�则�·‘·�二�由引理‘·得扩为扇 ‘�“命 ‘�”型置换�即为

��型 �为 �型� 为 �型��为 ��型� 为 型。所以 中有 个 �型 个 ��型 个

�‘型 个 �型�共 个置换。
由引理 得

、二尚势俄�·、二含〔诱‘考‘��、‘ 、�〕二�
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同理�当 为 �型置换时�则凡 二 当 为 型置换时�则凡 二
当 为 ’分型置换时�则弋 二 当 为 ’型置换时�则凡 二
当 为 型置换时�则凡 二 当 为 型置换时�则凡 二
最后由定理 得

二森 、� 、丁 加、矛 、矛 巧、妒 加、矛 、、 二抖‘

所以�由 个点可构成 个非同构的简单无向图。
衰 各类型 换在 中的个数

序号 类型 个数

�分

拼

加

结束语

文献 【」中计算了 个点的简单无向图的情况�本文给出了非同构图的通解公式�每一步骤的目标明
确�计算上取得很好的效果。本文方法还可求得许多其它问题的计数通式�将另文叙述。
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