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断裂力学中奇异积分方程的数值求解方法
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摘要：对断裂力学中奇异积分方程的数值求解技术进行了综述。重点论述了第一类和第二类 Cauchy 型奇异积分方程以及
超奇异积分方程的数值解法。这些方法的主要思想都是通过将奇异积分方程中的未知函数表示为多项式形式连续函数与
特定形式权函数的乘积�然后借助 Cauchy 主值积分定义与超奇异积分的有限部积分定义�将奇异积分方程的求解归结为求
解一组线性代数方程。本文拟结合一些具体的数值算例�对奇异积分方程中未知函数的不同表达方式、特点进行了评述�
并比较了各种算法的优缺点。最后�指出了求解奇异积分方程的数值解法研究的未来发展方向。
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在数学模型上�很多断裂力学问题的求解大都可归结为奇异积分方程的求解［1-3］�如裂纹的反平面冲
击响应问题和 SH波散射问题均可归结为求第一类 Cauchy 奇异积分方程［4］；而平面冲击响应和 P 波散射
问题可归结为求解第二类 Cauchy 奇异积分方程；此外�在研究某些二维和三维裂纹问题时�还会导出超奇
异积分方程［5-10］。

求解奇异积分方程的传统方法［11-15］是用方程本身的特征算子的相联算子作为正则化算子�对奇异积
分方程进行正则化�消除积分核的奇异性�化为 Fredholm 积分方程求解。早在上世纪50年代�Muskhel-
ishvili ［11］对奇异积分方程的解析解的理论进行了系统的研究。但是�一般情况下�奇异积分方程的解析解
很难得到。因而�用数值方法解奇异积分方程受到广泛关注。

Karpenko ［16］较早开始探索奇异积分方程的直接数值解法。Erdogan ＆ Gupta ［17-18］系统研究了利用
Chebyshev 多项式和 Jacobi多项式求解第一类和第二类 Cauchy 型奇异积分方程的数值解法。Krenk ［19-20］不
仅深入研究 Gauss-Chebyshev 求积公式�更重要的是将正常积分的 Gauss-Jacobi 求积公式推广到奇异积分�
并用于求解第二类 Cauchy 奇异积分方程。Ioakimidis ＆Theocaris ［21］证明了由 Gauss-Chebyshev 求积公式得
到的线性代数方程组与由正则化方法得到的线性代数方程组是一致的。Theocaris ＆Ioakimidis ［22］将 Lobat-
to-Chebyshev 求积公式用于奇异积分方程�改善了 Gauss-Chebyshev 求积公式。Gerasoulis ［23］提出了分片连续
函数方法�在局部用低阶连续函数去模拟实际解�直接求解配置点的函数值。Miller和 Keer ［24］对分片连续
函数法作了改进�并用于求解第二类奇异积分方程。Russel�Thomas和 Sun［25］对分片连续函数法在提高求
积效率和加速收敛等细节方面进一步做了改进。

国内对奇异积分方程的数值解法的研究起步比较晚�但是发展很快�特别是在数值方法的理论分析方
面�我国学者作出了一定的贡献。路见可［26］在研究了各类 Chebyshev 求积公式之后�首次指出了奇异积分
求积与经典 Gauss求积这两者之间的联系�提出了具有普遍意义的分离奇点的方法�通过分离奇点将奇异
积分的求积问题归纳为相应的经典求积问题。之后�路见可又用基于密度函数变换的方法研究了闭形式
下的求积公式。杜金元［27-32］建立了一般情形下的 HG（Hunter-Gauss）型求积公式�讨论了在一般情况下的
闭形式的求积公式即HM（Hunter-Markov）型求积公式。杜金元又将节点仅仅取在Markov 节点上�提出了另
一种类型的求积公式�称为 PEM（Paget-Elliott-Markov）型求积公式。对于封闭曲线上奇异积分方程�王小
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林［33�34］等采用了样条逼近解法。
在超奇异积分方程方面�在20世纪早期�学者 Hadamard ［39］首次提出了“有限部积分”（finite-part inte-

gerals）的概念用来求解超奇异积分。超奇异积分方程相对于 Cauchy 奇异积分方程更难以求得其解析解�
因此�学者们把目光放在其数值求解上。在上世纪70年代�Kutt ［40］建立了超奇异积分方程的求积公式进
行数值计算。超奇异积分方程方法是由希腊学者 Ioakimidis ［5］首先引入断裂力学的。他使用了有限部积
分的概念的方法�证明了受法向载荷作用的二维与三维 I型裂纹可以推导出奇异积分方程（组）�并指出这
些方程组可以用 Kutt 建立的超奇异积分方程的求积公式进行数值计算。Erdogan［41］将超奇异积分方程方
法用于平面和反平面断裂力学问题�并系统地为其建立了数值解法。超奇异积分方程方法可以获得主值
型奇异积分方程方法无法获得的高精度结果。Takauda等用超奇异积分方程方法数值求解了 I 型圆形裂
纹问题�得到的数值结果比 Bui用主值型奇异积分方程方法求得的结果要好的多。国内学者汤任基和秦
太验等［7-10�42］利用边界积分方程方法�统一导出了三维断裂力学中柯西主值型和超奇异型的两类奇异积
分方程�并使用有限部积分与边界元结合的方法进行数值求解。乐金朝［44］�杜云海等［45-47］将双材料平面
裂纹问题求解归结为超奇异积分方程求解�并采用多项式开法进行求解。陈梦成等［48-53］使用超奇异积分
方程方法对两相材料三维界面断裂力学问题、横观各向同性材料三维断裂力学问题和压电材料三维断裂
力学问题进行了求解�并系统地为其建立了多项式和有限元解法。秦太验等［54-56］将超奇异积分方程方法
应用于磁电热弹断裂力学问题。

本文对现有的数值方法进行分类总结�对各类方法的优缺点、数值精度、计算效率和适用范围进行讨
论�并通过实际算例的数值结果作对比分析。最后�对奇异积分方程数值求解的未来研究方向作了讨论。
1　奇异积分方程基本理论

Muskhelishvili ［11］对奇异积分方程的基本理论进行了系统研究�为奇异积分方程的解析求解和数值求
解奠定了基础。

设 L 是一分段光滑曲线（开口或闭口）�φ（x）在 L 上满足 Höder条件。考虑下列积分

　　　　　　　　　∫L
φ t
t － x nd t�x ∈ L （1）

可以分为以下几种情况：
① 当 n ≤0时�令κ＝－ n�（1）式可以整理得到

　　　　　　　　　∫L
φ（t）（ t － x）－nd t ＝∫L

φ（t） （ t － x）κd t�κ≥0 （2）

这个积分可以利用传统的数值积分进行计算。
② 当0＜ n ＜1时�这个积分为弱奇异积分。一般来说�弱奇异积分是收敛的。通过对变量进行代换�

就可消除积分核的奇异性。例如：对于下面这个积分�令 x ＝ y2�则有

　　　　　　　　　∫1
－1

φ（x）
x

d x ＝∫1
±i

φ（y2）
y d y2＝2∫1

±i
φ（y2）d y （3）

③ 当 n ＝1时�（1）式为

　　　　　　　　　∫L
φ t
t － xd t�x ∈ L （4）

这个积分为奇异积分。一般地�Cauchy 奇异积分是发散的�但当φ（x）在 L 上满足 Höder条件时�这个
积分在主值意义下是存在的。即设 x为L上的一个内点�以 x为中心�作充分小半径ε的圆周�分别在 x的
两边交 L 于 x′�x″两点。

　　　　　　　　　∫b

a
φ（x）
t － xd x ＝ lim

ε→0［∫x′

a
φ（t）
t － xd t ＋∫b

x″
φ（t）
t － xd t ］

若上式极限存在�则记为
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　　　　　　　　　　　　v．p．∫L
φ t
t － xd t

以后遇到上面形式的积分时�恒理解为 Cauchy 主值积分�不再一一声明。
④ 当 n ＞1时�（1）式为

　　　　　　　　　　　　∫L
φ t
t － x nd t�x ∈ L （5）

这个积分为高阶奇异积分。高阶奇异积分通常是发散的�即使在柯西主值意义下也是发散的。因此定
义“有限部积分”（finite-part integrals）作为高阶奇异积分的积分值。有限部积分是在计算高阶奇异积分时�
舍弃积分发散的部分�保留积分收敛的部分。对于非奇异积分和弱奇异积分方程的数值求解有很多常义积
分方法可以利用�本文仅阐述已有的一些 Cauchy 奇异积分与超奇异积分的数值求解方法。
2　Cauchy奇异积分方程的数值解法

2．1　解的一般形式
Cauchy 奇异积分方程的一般形式为［35］

　　　　　　　　　 aφ（x）＋ bπ∫1
－1

φ（x）
t － xd t ＋∫1

－1k（x�t）d t ＝ f（x）�－1＜ x ＜1 （6）
其中：φ（x）�f（x）�k（x�t）在（－1�1）内满足 Höder条件；a�b 为实常数或复常数。

当 a ＝0时�称（6）式为第一类Cauchy奇异积分方程；当 a ≠0时�称（6）式为第二类Cauchy奇异积分
方程。根据 Plemelj公式

　　　　　　　　　
Φ＋ （x）＋Φ－ （x） ＝ 1πi∫1

－1
φ（t）
t － xd t

Φ＋ （x）－Φ－ （x） ＝ φ（t）
（7）

其中：Φ＋ （x）�Φ－ （x）是解析函数。

　　　　　　　　　Φ（z） ＝ 12πi∫1
－1

φ（t）
t － zd t （8）

在开口或闭口边界 L 的左右边值�可将（6）式化成如下非齐次 Riemann-Hilbert 问题
　　　　　　　　　Φ＋ （x） ＝ a－ bi

a＋ biΦ
－ （x）＋ F（x） （9）

求解（9）式时�应先求解对应的齐次 Riemann-Hilbert 问题
　　　　　　　　　Φ＋ （x） ＝ a－ bi

a＋ biΦ
－ （x） （10）

（10）式可以进一步化成跳跃问题

　　　　　　　　　lnΦ＋ （x）－ lnΦ－ （x） ＝ ln a－ bi
a＋ bi （11）

令　　　　　　　　α1＝ 12πiln a－ bi
a＋ bi �β1＝－ 12πiln a－ bi

a＋ bi （12）
则上述问题的特解为

　　　　　　　　　Φ∗（x） ＝ （1－ x）α1（1＋ x）β1 （13）
定义奇异积分方程（6）式的基本解为
　　　　　　　　　w（x） ＝ （1－ x）α1＋N（1＋ x）β1＋M ＝ （1＋ x）α（1＋ x）β （14）
其中：N�M由函数φ（x）在端点的性质决定。定义κ＝－（N＋ M）�则κ的取值与端点的性质的关系为
① 当κ＝1时�函数φ（x）在两个端点均无界�但有可积的奇异性�为保证解的唯一性�φ（x）应满足附

加条件：

　　　　　　　　　　　　∫1
－1φ（x）d x ＝ A（常数） （15）
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② 当κ＝0时�函数φ（x）在一个端点有界�在另一个端点无界�但有可积的奇异性。
③ 当κ＝－1时�函数φ（x）在两个端点均有界�且应满足一致性条件。
为保证函数φ（x）在端点存在可积奇异性�要求－1＜ Re （α） ＜1�－1＜ Re （β） ＜1。从而�奇异积

分方程的一般解可以写成

　　　　　　　　　　　　φ（x） ＝ ω（x） g（x） （16）
其中：g（x）为区间（－1�1）内的有界连续函数。
2．2　Jacobi多项式展开法

Erdogan［17］提出了利用 Jacobi多项式级数展开待求的未知函数的方法。其实质是用一组正交多项式之
和表示的连续函数作为最终解。

将连续函数按 Jacobi多项式级数展开�则奇异积分方程的解可以写为
　　　　　　　　　φ（x） ＝ ω（x） g（x） ＝ ω（x）∑∞

j＝0
cjPj

（α�β）（x） ＝

　　　　　　　　　（1－ x）α（1＋ x）β∑∞

j＝0
cjPj

（α�β）（x） （17）

根据精度的需要�一般取级数的前 N项和作为无穷级数的和。其中 cj 为展开级数。
将（17）式代入（6）式�利用公式［35］�得到

　　　　　　　　　－ 2－kbsinπaθi
（－α�－β） ci＋k ＋∑N

j＝0
dijci ＝ Fi�i ＝0�1�…�N （18）

其中　　　　　　dij ＝∫1
－1Pi

（－α�－β）（x）ω－1（x） hj（x）d x�Fi ＝∫1
－1Pi

（－α�－β）（x）ω－1（x） f（x）d x

hj（x） ＝∫1
－1k（x�t）ω（t）P（ a�β）

j （ t）d t�θi
（α�β） ＝ 2a＋β＋1

2i ＋ a＋β＋1Γ（ i ＋ a＋1）Γ（ i ＋β＋1）
i！Γ（ i ＋ a＋β＋1）

且以上积分均为常义积分�可以利用 Gauss求积公式计算出其数值积分值。
① 当κ＝1时�方程组（18）有 N＋1个方程�N＋2个未知数�故需要补充1个方程�由平衡条件

　　　　　　　　　∫1
－1φ（t）d t ＝ ∑N

j＝0
cj∫1

－1ω（t）Pj
（α�β）（ t）d t ＝ A（常数） （19）

利用正交性条件�可得

　　　　　　　　　　　　 c0＝ A
θ0（α�β） （20）

其它 cj（ j ＝0�1�…�N）可以由方程（18）确定。
② 当κ＝0时�方程组（18）有 N＋1个未知数�故其有唯一解。
③ 当κ＝－1时�令 c－1＝0�此时方程组（18）有 N＋1个方程�N＋1个未知数�可解性条件已经包含

在方程组中。考虑到 P0（－α�－β）（x） ＝1�从而κ＝0对应的方程就是可解性条件。
Jacobi多项式展开法就是将待求的未知函数按 Jacobi多项式级数形式展开�并利用 Jacobi多项式的正

交性质�将 Cauchy 奇异积分方程转化成关于展开系数 cn为未知数的代数方程组。通过求解线性代数方程
组�确定 cn后�代入到（17） 式�可以得到未知函数有限项的近似结果。这种方法对于第一类与第二类
Cauchy 奇异积分方程均适用。对于第一类奇异积分方程组�只需要在上述推导过程中令α＝0即可。
2．3　Chebyshev多项式展开法

Erdogan和Gupta ［18］系统地阐述了利用第一类与第二类Chebyshev多项式求解第一类Cauchy型奇异积
分方程的数值方法。根据不同的端点类型�分别用不同的 Chebyshev 多项式进行展开。记 Tj（ t）为阶数为 j
的第一类 Chebyshev 多项式�Uj（ t）为阶数为 j 的第二类 Chebyshev 多项式。

① 当κ＝1时�令
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　　　　　　　　　 g（ t） ＝ ∑∞

j＝1
BjTj（ t）�ω（t） ＝ （1－ t2）－12 （21）

则（21）式可以化简得到

　　　　　　　　　∑N

κ＝1
1
N

b
tκ－ xi

＋πk（ tκ�xi） g（ tκ） ＝ f（xi） （22）

得到关于 g（ tκ）的线性方程组。
补充平衡条件

　　　　　　　　　∫1
－1φ（x）d x ＝ ∑N

K＝1
π
Ng（ tκ） ＝ A （23）

其中　　　　　 tκ＝ cos π2N＋1（2κ－1）�xi ＝ cos π
Ni�i ＝1�2�…�（N－1）；κ＝1�2�…�N

② 当κ＝0时�令

　　　　　　　　　 g（ t） ＝ ∑∞

j＝1
CjPj

（－12�12）（ t）�ω（t） ＝ （1－ t）－12（1＋ t）
12 （24）

则（21）式可以化简为

　　　　　　　　　∑N

κ＝1
2（1＋ tκ）
2N＋1

b
tκ－ xi

＋πκ（tκ�xi） g（ tκ） ＝ f（xi） （25）

其中　　　　　 tκ＝ cos π2N＋1（2κ－1）�xi ＝ cos 2π2N＋1i�i ＝1�2�…�N；κ＝1�2�…�N
或

　　　　　 g（ t） ＝ ∑∞

j＝1
CjPj

（－12�12）（ t）�ω（t） ＝ （1－ t）
12（1＋ t）－12 （26）

则（21）式可以化简为

　　　　　　　　　∑N

κ＝1
2（1－ tκ）
2N＋1

b
tκ－ xi

＋πκ（tκ�xi） g（ tκ） ＝ f（xi） （27）

其中　　　　　 tκ＝ cos 2π2N＋1κ�xi ＝ cos π2N＋1（2i －1）�i ＝1�2�…�N；κ＝1�2�…�N
可见�κ＝0的两种求积公式是完全不同的�但它们的离散方程均为已封闭定解。
③ 当κ＝－1时�令

　　　　　　　　　 g（ t） ＝ ∑∞

j＝1
AjUj（ t）�　ω（t） ＝ （1－ t2）

12 （28）

则（21）式可以化简得到

　　　　　　　　　∑N

κ＝1
1－ t2κ
N＋1

b
tκ－ xi

＋πκ（tκ�xi） g（ tκ） ＝ f（xi） （29）

其中

　　　　　 tκ＝ cos π
N＋1κ�xi ＝ cos π2（N＋1）（2i －1）�i ＝1�2�…�（N＋1）；κ＝1�2�…�N

方程组（29）有 N个未知数�N＋1个方程。显然�需要舍去一个方程。一般舍去 xr ＝ N2 ＋1这个方程。
［·］ 表示取整。
这样即可求出第一类 Cauchy 奇异积分方程的解函数在积分区间上若干积分点的函数值。积分点以外

的函数值�可以通过插值法实现。所以�求积公式的阶次越高�产生的积分点就越多�则所得的数值结果就
越逼近真实解。
2．4　Gauss积分公式法

Krent ［19-20］ 不仅深入研究了 Gauss-Chebyshev 求积公式用于求解第一类奇异积分方程�而且将常义积
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分的 Gauss-Jacobi求积公式推广到奇异积分�用于求解第二类奇异积分方程。
常义 Gauss-Jacobi求积公式为
　　　　　　　　　∫1

－1φ（t）d t ＝∫1
－1g（ t）ω（t）d t ＝ ∑N

κ＝1
cκg（ tκ） （30）

其中�积分点满足　　p（ a�β）
N （ tκ） ＝0�κ＝1�2�…�N

将 Gauss-Jacobi求积公式推广到奇异积分得到
　　　　　　　　　∫1

－1
g（ t）ω（t）

t － xi
d t ＝－ aπ

b g（xi）ω（xi）＋∑N

κ＝1
cκ

g（ tκ）
tκ－ xi

（31）

其中 p（ a�β）
N （ tκ） ＝0�κ＝1�2�…�（N－1）

p（－a�－β）
N－κ （xi） ＝0�i ＝1�2�…�（N－1）

利用（30）式代入（21）式得到关于积分点函数值 g（ tk）的代数方程组

　　　　　　　　　∑N

κ＝1
cκg（ tκ）（ b

tκ－ xi
＋πκ（xi�tk）） ＝ f（xi）�i ＝1�2�…�（N－1） （32）

① 当κ＝1时�方程组（32）有 N－1个方程�N个未知数。因此�需要补充附加条件∫1
－1φ（x）d x ＝ A�

才能构成唯一解。
② 当κ＝0时�方程组（32）有 N个方程�N个未知数�正好构成唯一解。
③ 当κ＝－1时�方程组（32）有 N＋1个方程�N个未知数。显然�需要舍去一个多余方程�才能构成唯

一解。
Gauss求积公式将常义积分的 Gauss-Chebyshev 求积公式和 Gauss-Jacobi求积公式推广到奇异积分�导

致出现两组点�一组为配置点。代数方程组的未知量是积分点上的函数值。不同于多项式展开法�求积公式
法不含任何积分运算�计算工作量相对于多项式法小的多�而且推广到奇异积分的 Gauss型求积公式具有
2N阶的数值精度。

Gauss求积公式法和Chebyshev多项式展开法有一定的相似性�当α＝β＝－12时�两种方法相同。可
以说�Gauss求积公式法是Chebyshev多项式展开法的一种推广。但是�这两种方法都存在一个缺点�就是在
求两个端点附近函数值的时候�需要通过插值法来计算�而这些函数值往往在端点处变化十分剧烈�因此�
通过插值法计算端点的值�误差也会比较大。Gauss求积公式法在计算不同次 Jacobi多项式零点时�就已经
引入了不小的误差。
2．5　Lobatto-Chebyshev求积公式

Ioakimidis和 Theocaris进一步将 Lobatto-Chebyshev求积公式用于奇异积分�从而将积分端点纳入积分
配置点�改善了 Gauss-Chebyshev 求积公式不能直接计算端点函数值的缺点［22］。

对于第一类奇异积分方程�令

　　　　　　　　　　　　φ（t） ＝ g（ t）（1－ t2）－12 （39）
将（39）式代入（21）式得到

　　　　　　　　　 π
N－1∑N

k＝1
λκ

1
tκ－ xi

＋ k（tκ�xi） g（ tκ） ＝ f（xi） （40）

其中：tκ满足：t1＝－1�tN ＝1�TN－2（ tκ） ＝0�　κ＝2�3�…�（N－1）
xi 满足：TN－1（xi） ＝0�i ＝1�2�…�（N－1）

λκ满足：λκ＝ 0．5�
1� 　

κ＝1�N
κ＝2�3�…�（N－1）

上式中方程个数为 N－1�未知数 g（ tκ）的个数为 N�要得到唯一解�应补充附加条件：
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　　　　　　　　　　∫1
－1φ（x）d x ＝ ∑N

κ＝1
λg（tκ） ＝ A （41）

Gauss求积公式的积分点不包含端点�因而�当要求计算端点函数值时�往往需要向外插值�引入很大
的误差。Lobatto-Chebyshev 求积公式的积分点包含有端点�因而�在计算端点函数值时�不需要外插�避免
了误差的引入。端点函数值因与裂纹尖端应力强度因子的计算有关�往往需要精确计算。因此�在这方面�
Lobatto-Chebyshev求积公式法优于Gauss求积公式法。但Lobatto-Chebyshev求积公式应用于奇异积分�精度
是2N－2阶�比 Gauss求积公式的精度低�而且这种方法只适用于第一类奇异积分方程。
2．6　分片连续函数法

Gerasoulis ［23］ 提出分片连续函数法�完全不同于以前的多项式展开方法和求积公式法�而是从局部出
发用分片低阶连续函数去模拟实际解�直接求解配置点的函数值。该方法的原理是将区间（－1�1） 化成
N个子区间�在子区间上用低阶连续函数来逼近真实解。同样�在分片函数法中也有一组积分点�一组配
置点�它们都是可自由确定的。积分点和配置点设置的灵活性使这一方法在某些具体问题中具有其他方法
不可替代的优势。例如�当 f（x）在（－1�1）内局部剧烈变化时�可以通过在相应 f（x）剧烈变化的区域设置
密集的积分点和配置点�来实现局部网格细化�既提高数值逼近精度�又不过分增加计算工作量。分片连续
函数法包含大量的积分运算�计算工作量比求积公式法要大�这是换取积分点和配置点可以灵活设置而付
出的代价［35］．
2．7　数值算例

（1） 算例1

　　　　　　　　　
∫1

－1
φ（t）
t － xd t ＝π�－1＜ x ＜1

∫1
－1φ（t）d t ＝0

该方程解析解为φ（x） ＝ g（x）（1－ x2）－12�其中 g（x） ＝ x。可用几种数值方法进行求解。用 Jacobi多
项式展开法�令 N ＝4时�得到

　　　　　　　　　 c1＝2�cn ＝0�n ＝0�2�3�4
　　　　　　　　　 g（x） ＝ ∑∞

n＝0
cnp（ a�β）

n （x） ＝ c1p（－12�－12）1 （x） ＝2· x2 ＝ x

表1是用 Jacobi多项式展开法、Lobatto-Chebyshev 求积公式法、Gauss-Jacobi积分公式法和分片连续函
数法分别计算所得到的数值结果。

表1　四种数值解法 g（ x）结果比较

x Jacobi 求积公式 Lobatto-Chebyshev 求积公式 Gauss积分公式 分片连续函数

　－1．0000 　－1．0000 　　　　－1．0000 　　－1．0000 　　－0．9990
－0．8000 －0．8000 －0．8000 －0．8000 －0．8010
－0．6000 －0．6000 －0．6000 －0．6000 －0．5996
－0．4000 －0．4000 －0．4000 －0．4000 －0．3993
－0．2000 －0．2000 －0．2000 －0．2000 －0．1996
－0．0000 －0．0000 －0．0000 －0．0000 －0．0000

0．2000 0．2000 0．2000 0．2000 0．1996
0．4000 0．4000 0．4000 0．4000 0．3993
0．6000 0．6000 0．6000 0．6000 0．5996
0．8000 0．8000 0．8000 0．8000 0．8010
1．0000 1．0000 1．0000 1．0000 0．9991
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　　评价：这四种方法�对于简单的Cauchy奇异积分方程都是适用的�尤其是 Jacobi多项式展开法得到的
结果是解析的�并不需要进行插值计算（－1�1）区间内其他点的函数值�精确度很高；其它三种方法都是通
过插值计算得到这些点的函数值�也很接近精确值。若需要计算其他点的函数值�只要以这些点为基点进
行插值即可。Gauss积分公式法的端点的函数值式通过插值得到的。

（2） 算例2［19］

　　　　　　　　　
－0．5497φ（x）－1π∫1

－1
φ（t）
t － xd t ＝0�－1＜ x ＜1

∫1
－1φ（t）d t ＝3．585

此题为第二类 Cauchy 奇异积分方程。因此�不能用 Lobatto-Chbyshev 求积公式法。
用 Jacobi函数展开法。令 N ＝4�得到
　　　　　　　　　 c0＝1�cn ＝0�n ≥1
　　　　　　　　　 g（x） ＝ ∑∞

n＝0
cnp（ a�β）

n （x） ＝ c0p（－0．34�－0．66）0 （x） ＝1
用 Jacobi多项式展开法和分片连续函数法进行计算�所得数值结果见表2。

表2　两种数值解法 g（ x）结果比较

x Jacobi 多项式展开法 分片连续函数法

－1．000 1．0000 1．0170
－0．800 1．0000 1．0070
－0．600 1．0000 1．0050
－0．400 1．0000 1．0000
－0．200 1．0000 0．9991
－0．000 1．0000 0．9986
0．2000 0．1000 0．9982
0．4000 0．1000 0．9979
0．6000 0．1000 0．9972
0．8000 0．1000 0．9942
1．0000 1．0000 1．0000

　　评价：这两种方法对于第二类Cauchy奇异积分方程都是适用的�尤其是Jacobi多项式展开法得到的结
果是解析的�并不需要进行插值计算（－1�1）区间内其它的点的函数值�精确度很高；分片连续函数法是通
过插值计算得到这些点的函数值�也很接近精确值。若需要计算其他点的函数值�只要以这些点为基点进
行插值即可。
3　超奇异积分方程的数值求解

3．1　有限部积分的定义
考虑以下积分［15］

　　　　　　　　　∫L
φ（t）

（ t － x）2d t�x ∈ L （42）

其中：φ（t）在 L上有导数�且φ′（t） ∈ H。又设 x为L上的一个内点�则按照柯西主值积分的定义�以 x为
中心�作充分小半径ε的圆周�分别在 x 的两边交 L 于 x′�x″两点。

　　　　　　　　　∫b

a
φ（t）

（ t － x）2d t ＝ lim∫x′

a
φ（t）

（ t － x）2d t ＋∫b

x″
φ（t）

（ t － x）2d t （43）

但是�这个积分一般不存在。我们可以利用分部积分法�得到
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∫x′

a
φ（t）

（ t － x）2d t ＋∫b

x″
φ（t）

（ t － x）2 ＝

－ φ（t）
t － x

x′
a＋∫x′

a
φ′（t）
t － x － φ（t）

t － x
b
x″＋∫b

x″
φ′（t）
t － xd t ＝

∫x′

a
φ′（t）
t － xd t ＋∫b

x″
φ′（t）
t － xd t ＋ φ（ a）

a－ x － φ（b）
b － x ＋ φ（x″）

x″－ x － φ（x′）
x′－ x ＝

I1＋ I2＋ I3

（44）

其中：I1是Cauchy奇异积分�它在主值意义下存在；I2是与ε无关的常数�它总是存在的；但 I3是依赖于ε
的�因而是发散�将结果引起积分发散的部分 I3删去�定义

　　　　　　　　　 f ·p·∫b

a
φ（t）

（ t － x）2d t ＝ v ·p·∫b

a
φ′（t）
t － xd t ＋ φ（ a）

a－ x － φ（b）
b － x （45）

这就是超奇积分的“有限积分” 定义�对于更高阶的超奇异积分�只要重复几次分部积分法�并且把引

起积分发散的那些项删去�即可得到高阶奇异积分值�设 L 为一分段光滑弧段ab�n 为一正整数�函数
φ（t） ∈ Hn（即φ（ n）（ t） ∈ H ）于 L上�则高阶奇异积分的有限部积分定义为

　　　　 f ·p·∫L
φ（t）

（ t － x） n＋1d t ＝ 1
n！v ·p·∫L

φ（ n）（ t）
t － x d t ＋

　　　　∑n－1

r＝0
1

n（ n－1）…（ n－ r）
φ（ r）（ a）

（ a－ x） n－r －
φ（ r）（b）

（b － x） n－r �x ∈ L�t ≠ a�b （46）

当 L 为封闭曲线时�上述积分公式右端只剩一项�即

　　　　　　　　　 f ·p·∫L
φ（t）

（ t － x） n＋1d t ＝ 1
n！v ·p·∫L

φ（ n）（ t）
t － x d t�t0∈ L （47）

以后遇见上面形式的积分时�恒理解为有限部积分�不再一声明。
3．2　多项式展开法

考虑如下形式的超奇异积分方程

　　　　　　　　　 f ·p·∫1
－1

φ（t）
（ t － x）2d t ＋∫1

－1φ（t）k（ t�x）d t ＝ f（x）�－1＜ x ＜1 （48）

Erdogan［41］ 利用多项式展开法建立了超奇异积分方程的数值解法。多项式展开法是将未知函数写成
连续函数与权函数之积的形式。根据不同的裂纹种类�连续函数可以展成第二类 Chebyshev 多项式截断级
数和的形式�或者是幂级数和的形式。这种展开方式是为了更好地开展后续计算�如计算应力强度因子。

将方程的未知函数φ（t）写成如下形式
　　　　　　　　　　　　φ（t） ＝ g（ t）ω（t） （49）

其中：g（t）在［－1�1］ 上为有界连续函数；ω（t）是由问题的物理性质确定�对于裂纹问题�主要由裂纹尖
端应力奇异性性质确定。

对于两端具有奇异性的内部裂纹：
　　　　　　　　　　　　ω（t） ＝ （1－ t2） （50）
对于只有一端具有奇异性的边缘裂纹：
　　　　　　　　　　　　ω（t） ＝ （1－ t） （51）
① 对于内部裂纹�得到
　　　　　　　　　　　　φ（t） ＝ g（ t） （1－ t2） （52）
其中有界连续函数 g（ t）可以近似表示为第二类 Chebyshev 多项式的截断级数
　　　　　　　　　　　　 g（ t） ＝ ∑N

n＝0
anUn（ t） （53）

由有限积分结果得到［48］
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　　　　　　　　　∑N

n＝0
an －π（ n＋1）Un（x）＋ hn（x） ＝ f（x） （54）

其中

　　　　　　　　　hn（x） ＝∫1
－1Un（ t） 1－ t2k（ t�x）d t

为了确定系数 an�应适当选择配置点 xi。一般 xi 关于原点对称分布�在区间端点处�分布密度应适当
增加。因此�选择第二类 Chebyshev 多项式在（－1�1）上的 N＋1次的零点

　　　　　　　　　xi ＝ cos i
N＋2π�i ＝1�2�…�N＋1

则可以得到以下线性方程组

　　　　　　　　　∑N

n＝0
an －π（ n＋1）Un（xi）＋ hn（xi） ＝ f（xi）�i ＝1�2�…�N＋1 （55）

该线性方程组包含 N＋1个方程�N＋1个未知数�因此方程组（55）有唯一解。在确定待定系数 an后�
将其代入（52）式和（53）式�则可以计算得到未知函数φ（t）。对于第一类奇异积分方程�线性代数方程组容
易出现病态�可考虑让配置点的个数大于未知展开系数的个数�再利用最小二乘法进行求解。

② 对于边缘裂纹�得到
　　　　　　　　　　　　φ（t） ＝ g（ t） （1－ t） （56）
由于 g（ t）在［－1�1］ 上为有界连续函数�因此可将其近似表示为幂级数的截断级数
　　　　　　　　　　　　 g（ t） ＝ ∑N

n＝0
antn （57）

由有限部积分结果［48］

　　　　　　　　　Rj
n ＝∫1

－1
tn 1－ t
（ t － x） j d t ＝ ∑j

m＝1
Cj－m

n xn－i＋m∫1
－1

1－ t
（ t － x）md t ＋∑n－j

k＝0
Aj

κxn－j－κ （58）

其中�Cκ
n为组合数

　　　　　　　　　Aj
κ＝4 2Cj－1

n－κ－1∑κ

i＝j
（－1） iCi

κ
2i

2i ＋3
那么�方程可以推导为

　　　　　　　　　　　　∑N

n＝0
anGn（x） ＝ f（x） （59）

其中　Gn（x） ＝∫1
－1

tn 1－ t
t － x d t ＋∫1

－1tn 1－ tκ（t�x）d t ＝ R2
n（x）＋∫1

－1tn 1－ tκ（t�x）d t

同样�为了确定系数 an�可选择第二类 Chebyshev 多项式在［－1�1］ 上的 N＋1次零点
xi ＝ cos i

N＋2π�i ＝1�2�…�N＋1
则可以得到以下线性方程组

　　　　　　　　　　　　∑N

n＝0
anGn（xi） ＝ f（xi） （60）

该线性方程组包含 N＋1个方程�N＋1个未知数�因此方程组（60）有唯一解。在确定待定系数后�将
其代入（56）式和（57）式�则可以计算得到未知函数φ（t）。

这种方法将超奇异积分方程转化为线性方程组�根据不同的裂纹形式�将 g（ t）展开成有限项级数和
的形式。位置函数在断点的值需要进行插值计算�会有一定的误差�随着 N的增加�精确度也会提高。
3．3　数值算例

算例3
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　　　　　　　　　∫1
－1

φ（t）
（ t － x）2d t ＝ 2

（x －1）（x ＋1）�－1＜ x ＜1
该方程的解析解为φ（x） ＝1�用多项式展开法求数值结果见表3�N分别取10�100�1000。

表3　多项式展开法数值结果φ（t）（ N值不同）

x 解析式 数值解 N＝10 数值解 N＝100 数值解 N＝1000
－1．0000 1．0000 0．8890 0．9813 0．9980
－0．8000 1．0000 0�9030 0．9895 0．9989
－0．6000 1．0000 0．9377 0．9922 0．9992
－0．4000 1．0000 0．9403 0．9932 0．9993
－0．2000 1．0000 0．9462 0．9936 0．9994
－0．0000 1．0000 0．9473 0．9938 0．9994

0．2000 1．0000 0．9462 0．9936 0．9994
0．4000 1．0000 0．9403 0．9932 0．9993
0．6000 1．0000 0．9377 0．9928 0．9993
0．8000 1．0000 0．9030 0．9895 0．9989
1．0000 1．0000 0．8890 0．9813 0．9980

　　评价：超奇异积分方程的数值法的结果与解析解非常接近�在端点处需要插值计算�不能由公式直接
得到�故误差比较大。当 N值取得较大时�结果很接近解析解了。

4　结束语
对现有的一些奇异积分方程的数值解法进行了总结�重点是第一类和第二类的 Cauchy 奇异积分方程

与超奇异积分方程的数值解法。这些方法主要思想是将奇异积分方程化成线性代数方程组�再进行求解。
但是如果化成线性代数方程组�须采用不同的途径：有的利用特殊函数的正交性�将未知函数展开成特殊
函数的级数形式�如 Jacobi多项式展开法�Chebyshev 多项式展开法；有的直接利用积分公式�将奇异积分直
接用求和表示�如 Gauss积分公式法�Lobatto-Chebyshev 积分公式法；有的利用低阶插值函数去逼近未知函
数�如分片连续函数法。途径不同�求解的误差和精度也不同�适用的范围也不同。一般应根据具体问题
的特点�如未知函数在端点处的性质�方程等号右端的载荷项在积分区间的分布情况等�选择适宜的数值
方法�此外�本文总结的几种超奇异积分方程的数值解法都涉及到方程基本解（权函数）的选取�权函数的
形式一般由问题的物理性质确定。如对两端均有奇异性的内部裂纹�仅一端具有奇异性的边缘裂纹�他们
对应的权函数是不相同的�一般应根据问题的性质具体问题分析。对于常系数奇异积分方程�权函数的形
式也可以根据函数分析理论和奇异积分方程的指标理论由积分方程确定�就目前现状而言�对于常系数奇
异积分方程的数值方法研究也还有待进一步深入。
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Numerical Methods of Singular Integral Equations in Fracture Mechanics
Chen Mengcheng

（School of Civil Engineering and Architecture�East China Jiaotong University�Nanchang330013�China）

Abstract：In this paper�some numerical methods for solving singular integral equations in fracture mechanics are re-
viewed�and especially it is focused on the numerical methods of the first and second kind of Cauchy-type singular inte-
gral equations and the hypersingular integral equations．The principle of these numerical methods adopts approximate
unknown functions in the integral equations as a product of polynomials with a fundamental density function．The solu-
tion of the singular integral equations with unknown functions is then reduced to the solution of a set of linear algebraic
equations．Some numerical results for different methods of solving the singular integral equations are shown and dis-
cussed．Finally�the future topics on the numerical methods of solving singular integral equations are claimed．
Key words：fracture mechanics；singular integral equation；Cauchy-type integral；finite-part integral；numerical method
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