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基于卡方分布的更新函数确定
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（重庆师范大学 数计学院�重庆400047）

摘要：讨论当变动时间间隔是独立同服从卡方分布的随机变量时�建立χ2更新过程模型�获得χ2更新过程的更新函数�并
介绍了其在交通方面的一个应用。
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1　χ2更新过程
定义1［1］　设ζ1�ζ2�ζ3�…是独立同服从自由度为 k（k 为偶数）的χ2分布�

令
S0＝0
Sn＝∑ni＝1ζi　　　（ n＝1�2�…）

并记
N（0）＝0
N（ t）＝max｛n：Sn＜ t｝　　　（ t＞0）

则称｛N（t）�t≥0｝为χ2更新过程。

2　预备定理
引理1［2-3］　Sn服从自由度为 nk 的χ2分布�其密度函数为

fnk（x）＝
1

2nk2Γ（ nk2）
x
nk2－1e－ x2 x＞0

0 x≤0
引理2［4］　设｛ζi｝（ i＝1�2�…）是独立同服从自由度为 k（ k 为偶数）的χ2分布�｛N（ t）�t≥0｝是以

ζi 为更新间距的更新过程�则

P｛N（t）＝ n｝＝ ∑
（ n＋1） k2 －1

m＝ nk2
1

2mΓ（m＋1） tme－
t2

引理3　对于无穷级数∑∞
n＝1

x
nk2＋ l

（ nk2＋ l）！
有下述等式成立。

∑∞
n＝1

x
nk2＋ l

（ nk2＋ l）！
＝2k ∑

k2－1

m＝0｛exp［－4πlmik ＋xexp （4πmik ） ］－exp （－4πlmik ）｝

其中：i＝ －1�l＝0�1�2�…�k2－1�k 为偶数。
证明　2k ∑

k2－1

m＝0 exp［－4πlmik ＋xexp （4πmik ） ］－exp （－4πlmik ） ＝2k ∑
k2－1

m＝0exp （－4πlmik ）·
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∑∞
n＝1
［ xexp （4πmik ） ］ n

n！ ＝∑∞
n＝1
xn
n！
2
k ∑

k2－1

m＝0exp［4πmi（ n－ l）
k ］

当 n－ l＝ jk2�j＝1�2�…时
2
k ∑

k2－1

m＝0exp［4πmi（ n－ l）
k ］＝2k ∑

k2－1

m＝0exp［2πmij ］＝1
当 n－ l≠ jk2�j＝1�2�…时�利用几何级数计算。

2
k ∑

k2－1

m＝0exp［4πmi（ n－ l）
k ］＝2k

1－［exp4πi（ n－ l）
k ］

k2

1－［exp4πi（ n－ l）
k ］ ＝0

所以�2k ∑
k2－1

m＝0｛exp［－4πlmik ＋xexp （4πmik ） ］－exp （－4πlmik ）｝＝ ∑
n－ l∈｛jk2�j＝1�2�…�k2－1｝

xn
n！＝

∑∞
n＝1

x
nk2＋ l

（ nk2＋ l）！
� l＝0�1�2�…�k2－1

引理4　对于无穷级数∑∞
n＝1

nx
nk2＋ l

（ nk2＋ l）！
有下述等式成立。

∑∞
n＝1

nx
nk2＋ l

（ nk2＋ l）！
＝

4
k2 x∑

k2－1

m＝0exp［－4πmi（1－ l）
k ＋xexp （4πmik ） ］－ l∑

k2－1

m＝0exp［－4πlmik ＋xexp （4πmik ） ］＋ l∑
k2－1

m＝0exp （－4πlmik ）

证明　∑∞
n＝1

nx
nk2＋ l

（ nk2＋ l）！
＝2k ∑

∞
n＝1

nk2 x
nk2＋ l

（ nk2＋ l）！
＝2k ∑

∞
n＝1
（ nk2＋ l） x

nk2＋ l

（ nk2＋ l）！
－∑∞

n＝1
lx
nk2＋ l

（ nk2＋ l）！
（1）

由引理3的证明可得
∑∞
n＝1

xn
（ n－1）！·2k ∑

k2－1

m＝0exp［4πmi（ n－ l）
k ］＝2k ∑

k2－1

m＝0exp （－4πlmik ）xexp （4πmik ）exp［ xexp （4πmik ） ］＝
2
k x∑

k2－1

m＝0exp 4πmik －4πlmik ＋xexp （4πmik ） ＝2k x∑
k2－1

m＝0exp 4πmi（1－ l）
k ＋xexp （4πmik ）

可得∑∞
n＝1

x
nk2＋ l

（ nk2＋ l－1）！＝
2
k x∑

k2－1

m＝0exp［－4πmi（1－ l）
k ＋xexp （4πmik ） ］

代入（1）可得
2
k ∑

∞
n＝1
（ nk2＋ l） x

nk2＋ l

（ nk2＋ l）！
－∑∞

n＝1
lx
nk2＋ l

（ nk2＋ l）！
＝2k ∑

∞
n＝1

x
nk2＋ l

（ nk2＋ l－1）！－∑
∞
n＝1

lx
nk2＋ l

（ nk2＋ l）！＝

2
k
2
k x∑

k2－1

m＝0exp［－4πmi（1－ l）k ＋xexp （4πmik ）］－2lk ∑
k2－1

m＝0exp［－4πlmik ＋xexp （4πmik ）］＋2lk ∑
k2－1

m＝0exp （－4πlmik ） ＝
4
k2 x∑

k2－1

m＝0exp［－4πmi（1－ l）
k ＋xexp （4πmik ） ］－ l∑

k2－1

m＝0exp［－4πlmik ＋xexp （4πmik ） ］＋ l∑
k2－1

m＝0exp （－4πlmik ） 得证
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3　卡方更新过程的更新函数
定理　卡方更新过程的更新函数

当 k2为偶数时
m（t）＝4k2e

－ t2 ∑
k2－1

l＝0｛
t2｛exp （ t2）＋2∑

k－44
m＝1｛exp （ t2·cos4mπk ） ［cos4m（1－ l）π

k ·cos （ t2sin4mπk ）＋

sin4m（1－ l）π
k ·sin （ t2sin4mπk ） ］｝＋（－1） l＋1exp （－ t2）｝－ l｛exp （ t2）＋2∑

k－44
m＝1｛exp （ t2·cos4mπk ）·

［cos4mπlk ·cos （ t2sin4mπk ）＋sin4mπlk ·sin （ t2sin4mπk ） ］｝＋（－1） l＋1lexp （－ t2）＋2l∑
k－44
m＝1cos4mπlk ｝

当 k2为奇数时
m（t）＝4k2e

－ t2 ∑
k2－1

l＝0｛
t2｛exp （ t2）＋2∑

k－24
m＝1｛exp （ t2·cos4mπk ） ［cos4m（1－ l）π

k ·cos （ t2sin4mπk ）＋

sin4m（1－ l）πk ·sin （ t2sin4mπk ）］｝｝－ l｛exp （ t2）＋2∑
k－24
m＝1｛exp （ t2·cos4mπk ）［cos4mπlk ·cos （ t2sin4mπk ）＋

sin4mπlk ·sin （ t2sin4mπk ） ］｝＋2l∑
k－24
m＝1cos4mπlk ｝

证明　m（t）＝∑∞
n＝1nP｛N（t）＝ n｝＝∑∞

n＝1n ∑
（ n＋1） k2 －1

m＝ nk2
1

2mΓ（m＋1） tme－
t2＝

e－ t2［ 1
2k2Γ（ k2＋1）

t
k2＋ 1
2k2＋1Γ（ k2＋2）

t
k2＋1＋…＋ 1

2k－1Γ（k） tk－1］＋

2e－ t2［ 1
2kΓ（k＋1） tk＋

1
2k＋1Γ（k＋2） tk＋1＋…＋

1
23k2－1Γ（3k2）

t
32k－1］＋…＋

ne－ t2［ 1
2nk2Γ（ nk2＋1）

t
nk2＋ 1
2nk2＋1Γ（ nk2＋2）

t
nk2＋1＋…＋ 1

2（ n＋1）k2 －1Γ（（ n＋1）k2 ）
t
（ n＋1）k2 －1＋…＝

∑∞
n＝1ne－

t2
1

2nk2Γ（ nk2＋1）
t
nk2 ＋∑∞

n＝1ne－
t2

1
2nk2＋1Γ（ nk2＋2）

t
nk2＋1 ＋…＋

∑∞
n＝1ne－

t2
1

2（ n＋1）k2 Γ（（ n＋1）k2 ）
t
（ n＋1）k2 －1 ＝e－ t2∑∞

n＝1
n t2

nk2

（ nk2）！
＋e－ t2∑∞

n＝1
n t2

nk2＋1

（ nk2＋1）！
＋…＋

e－ t2∑∞
n＝1

n t2
（ n＋1）k2 －1

（（ n＋1）k2 －1）！＝
4
k2e
－ t2 t2∑

k2－1

m＝0exp［－4πmik ＋ t2exp （4πmik ） ］ ＋

4
k2e
－ t2 t2∑

k2－1

m＝0exp［ t2exp （4πmik ） ］－∑
k2－1

m＝0exp［－4πmik ＋ t2exp （4πmik ） ］＋∑
k2－1

m＝0exp （－4πmik ） ＋…＋

4
k2e
－ t2｛t2∑

k2－1

m＝0exp［－
4πmi（2－ k2）

k ＋ t2exp （4πmik ） ］－（ k2－1）∑
k2－1

m＝0exp［－
4π（ k2－1）mi

k ＋

t2exp （4πmik ） ］＋（ k2－1）∑
k2－1

m＝0exp［－
4π（ k2－1）mi

k ］｝ （2）
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当 k2为偶数时
式（2） 中第 l＋1项为
4
k2e
－ t2｛t2∑

k2－1

m＝0exp［－4πmi（1－ l）
k ＋ t2exp （4πmik ） ］－ l∑

k2－1

m＝0exp［－4πlmik ＋ t2exp （4πmik ） ］＋

l∑
k2－1

m＝0exp［－4πlmik ］｝＝4k2e
－ t2｛t2｛exp （ t2）＋2∑

k－44
m＝1｛exp （ t2·cos4mπk ） ［cos4m（1－ l）π

k ·
cos（ t2sin4mπk ）＋sin4m（1－ l）π

k ·sin （ t2sin4mπk ） ］｝＋（－1） l＋1exp （－ t2）｝－ l｛exp （ t2）＋
2∑

k－44
m＝1｛exp （ t2·cos4mπk ） ［cos4mπlk ·cos （ t2sin4mπk ）＋sin4mπlk ·sin （ t2sin4mπk ） ］｝＋
（－1） l＋1lexp （－ t2）＋2l∑

k－44
m＝1cos4mπlk ｝�l＝0�1�…�k2－1

将其代入即得结果。

当 k＝2时�m（t）＝ t2；
当 k＝4时�m（t）＝ t4＋14exp （－ t）－14。

4　应用
实例［5］　在公路桥梁上某一位置观测车辆到达的时间间隔20个数据（秒）�从小到大排列为：3�4�4�

6�6�6�8�8�10�11�13�21�29�42�45�48�49�55�59�68。用矩法估计χ2分布的参数 k＝［24．75］＝24。经 k-s
检验结果观察值 Dn＝6．6273×10－6。

对α＝0．05�查 k-s表临界值 D20．005＝0．294�有 Dn＝6．6273×10－6＜0．294＝D20．005�所以�车辆到达时
间间隔可以用χ2分布来描述。

我们可以将车辆到达时间间隔ζi 视为服从自由度 k＝24的χ2分布�由于车辆到达时间间隔为独立
同分布的�所以 N（ t）－［0�t）内经过的车辆数为χ2更新过程�由以上得出的χ2更新过程的更新函数即可
得出在［0�t）内经过桥梁的平均车辆数。
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