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局部对称共形平坦 Lorentz 流形中2-调和类空超曲面
汪兴上
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摘要：研究了局部对称共形平坦 Lorentz 流形中2-调和类空超曲面�得到了这类超曲面广义的 Simons积分不等式。
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本文研究了局部对称共形平坦 Lorentz 流形中2-调和类空超曲面�得到
定理1　设 Mn是局部对称共形平坦 Lorentz 流形 L1n＋1中2-调和紧致类空超曲面�且具有常平均曲

率�以 S 代表其第二基本形式模长的平方�K 表示 L1n＋1的数量曲率�L1n＋1的 Ricci 曲率满足 r≤εAKAA≤
R�则成立如下的积分不等式

　　　　　∫Mn｛（nH）2［－2nR＋2r＋K
n－1 ＋－4nr＋K

n（ n－1） ＋ 1
2 n－1］＋

　　　　　S ［－2nR＋4nr－K
n－1 － n

2 n－1S－S＋（ nH）
2］｝∗1≤0 （1）

其中 H为Mn的平均曲率。

1　准备工作
本文约定各类指标的取值范围如下

　　　　　　　　　　1≤ i�j�k…≤ n；1≤A�B�C…≤ n＋1
以 L1n＋1表示其 Ricci曲率满足 r≤εAKAA≤R 的局部对称共形平坦 Lorentz 流形�Mn 为 ds2N 的类空超

曲面．选取 L1n＋1上的局部伪黎曼幺正标架场｛eA｝�使得限制在 Mn上时�｛ei｝与 Mn相切．令｛ωA｝为其对偶
标架�于是 L1n＋1的伪黎曼度量 ds2N＝∑

A
ω2A 与Mn的黎曼度量 ds2M分别为

　　　　　　　　　　ds2N＝∑
i
ω2i－ω2n＋1�　ds2M＝∑

i
ω2i （2）

L1n＋1结构方程为
　　　　　　　　　　dωA＝∑εBωAB∧ωB�ωAB∧ωBA＝0� （3）
｛ωA｝为 Ln＋11 联络1-形式�将这些形式限制在 Mn上�有
　　　　　　　　　　ωn＋1＝0�ωin＋1＝∑hijωj� （4）
　　　　　　　　　　dωi＝∑ωij∧ωi�ωij＋ωji＝0� （5）
　　　　　　　　　　dωij＝∑ωik∧ωkj－12∑Rijklωk∧ωl� （6）
　　　　　　　　　　Rijkl＝Kijkl－（hikhjl－hilhjk）� （7）
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其中 Rijkl表示Mn的曲率张量 R的分量�hij为其第二基本形式 h 的分量�其共变导数 hijk�hijkl定义如
下：

　　　　　　　　　∑hijkωk＝dhij＋∑hkiωkj＋∑hjkωki� （8）
　　　　　　　　　∑hijklωl＝dhijk＋∑hljkωli＋∑hilkωlj＋∑hijlωlk� （9）
则 Codazzi方程和 Ricci恒等式分别为
　　　　　　　　　hijk－hikj＝－Kn＋1ijk� （10）
　　　　　　　　　hijkl－hijlk＝∑hmjRmikl＋∑himRmjkl� （11）
又 Ln＋11 是局部对称的�即
　　　　　　　　　　　　KABCD�E＝0� （12）
其中“�”表示关于 Ln＋11 中联络的共变微分�有
　　　　　　　　　∑

E
εEKABCD�EωE＝dKABCD＋∑

E
εE（KEBCDωEA＋KAECDωEB

　　　　　　　　　　　　　　　　＋KABEDωEC＋KABCEωED） （13）
其中：εi＝1�εn＋1＝－1。
限制在 Mn上有
　　　　　　　　　∑Kn＋1ijk�lωl＝dKn＋1ijk＋∑εEKEijkωEn＋1＋∑εEKn＋1EjkωEi

＋∑εEKn＋1iEkωEj＋∑εEKn＋1ijEωEk� （14）
又 Mn上 Kn＋1ijk的共变导数为 Kn＋1ijkl�即
　　　　　∑Kn＋1ijklωl＝dKn＋1ijk＋∑Kn＋1mjkωmi＋∑Kn＋1imkωmj＋∑Kn＋1ijmωmk� （15）
从而

　　　　　　　　　－Kn＋1ijkl＝Kn＋1in＋1khjl＋Kn＋1ijn＋1hkl＋∑Kmijkhml （16）
又 L1n＋1是共形平坦的�所以

　　　　　　　　　KABCD＝ 1
n－1（εAδACKBD－εAδADKBC＋εBδBDKAC－εBδBCKAD）
－ K
n（ n－1）εAεB（δACδBD－δADδBC） （17）

其中：KAC＝∑
B
εBKABCD为 Ricci张量的分量�K＝∑

A
εAKAA为数量曲率．又 r≤εAKAA≤R显然有

　　　　　　　　　　　（ n＋1） r≤K≤（ n＋1）R． （18）
引理1［4］　Mn是 Ln＋11 中2-调和类空超曲面�则
　　　　　　　　　∑

j�k
（－2hjjkhik－hjjhikk＋hjjKn＋1kik）＝0�∀i� （19）

　　　　　　　　　∑
j�k
hjjkk＋ ∑

j�k�m
hjj（hmk）2－∑

j�k
hjjKn＋1kn＋1k＝0． （20）

2　定理1的证明
由（10）和（11）得
　　　　　Δhij＝∑hijkk＝∑（hkkij－Kn＋1kikj－Kn＋1ijkk）＋∑（hmkRmijk＋himRmkjk） （21）
利用（16）经简单计算�得
　　　　　　　12ΔS ＝∑

i�j�k
h2ijk＋∑

i�j
hijΔhij

＝∑
i�j�k
h2ijk＋∑

i�j�k
hkkijhij＋∑

i�j�k
Kn＋1kn＋1kh2ij－∑

i�j�k
Kn＋1in＋1jhijhkk

　＋2 ∑
i�j�k�m

hij（hmjKmkik＋hmkKmijk）－∑
i�j�k
hijhjkhki∑i�jhij＋（∑i�jhijhji）2 （22）

下面估计（22）式中的各项�由（17）得
　　　　　　　　　∑

i�j�k
Kn＋1kn＋1kh2ij＝S∑k Kn＋1kn＋1k≥S（－2nR

n－1＋ K
n－1） （23）
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令 hij＝λiδij�则
　　　　　　　　　∑

i�j�k
Kn＋1in＋1jhijhkk＝∑

i�j�k
Kn＋1in＋1jλiδijλk

＝∑
i�k
Kn＋1in＋1iλiλk

≤（－2r
n－1＋ K

n（ n－1））（ nH）2 （24）
　　　　　　 ∑

i�j�k�m
hij（hmjKmkik＋hmkKmijk）＝ ∑

i�j�k�m
λiδij（λmδmkKmkik＋λmδmkKmijk）

＝∑
i�k
（λ2iKikik＋λiλkKkiik）

＝12∑
i�k
（λi－λk）2Kikik

≥ 12（ n－1）∑i�k（λi－λk）2（2r－ Kn ）
＝2nr－K
n－1 （S－ nH2） （25）

选取适当的基使得 hij＝λiδij
　　　　　　　　　　　∑

i�j
hijhjkhki∑i�jhij＝ nH∑

i
λi3

≤S2＋ n
2 n－1S（S－ nH

2） （26）
（26）式证明如下
因为　　　　　　　∑

i
（λi－H）＝0�∑

i
（λi－H）2＝S－ nH2

　　　　　　　　　 nH∑
i
（λi－H）3＝ nH∑iλ3i－3nH2S＋2n2H4�

所以　　　　　　　 nH∑
i
λi3＝3nH2S－2n2H4＋ nH∑

i
（λi－H）3

　　　　　　　　　≤3nH2S－2n2H4＋ nH n－2
n（ n－1）（S－ nH

2）
32

引用以± n
2 n－1为特征值的二次型 F（x�y）＝x

2＋ n－2
n－1xy－y

2作正交变换得

　　　　　　　　　 nH∑
i
λ3i≤S2＋ n

2 n－1S（S－ nH
2）

最后�利用引理1和（10）�将引理1的第一式改写为
　　　　　　　　　∑

j�k
（－2hjjkhik－hjjhkki＋2hjjKn＋1kik）＝0 （27）

将此式两端关于指标 i求共变导数�并关于 i求和�得
　　　　　∑

i�j�k
（－2hjjkihik－3hjjkhiik－hjjhkkii＋4hjjiKn＋1kik＋2hjjKn＋1kiki）＝0� （28）

调整指标�结合引理1的第二式�可得
　　　∑

i�j�k
hkkijhij＝－12∑

i�j�k
（3hkkiihiik＋hiihjjkk）＋2∑

i�j�k
hjjiKn＋1kik＋∑

i�j�k
hjjKn＋1kiki

＝－32∑
i�j�k
（hjjkhiik＋hiihjjkk）＋∑

i�j�k
hiihjjk＋2∑

i�j�k
hjjiKn＋1kik＋∑

i�j�k
hjjKn＋1kiki

＝－34Δ（nH）2＋∑
i�j�k
hiihjjkk＋divω＋∑

i�j�k
hjjiKn＋1kik

＝－34Δ（nH）2＋divω＋∑
i�j�k
hjjiKn＋1kik

　＋∑
i�j�k
hiihjjKn＋1kin＋1k－ tr（H2n＋1）（ trHn＋1）2 （29）

其中ω定义在Mn上的1-形式
　　　　　　　　　ω＝∑

i�j�k
hjjKn＋1kikωi�　divω＝∑

i�j�k
∇ i（hjjKn＋1kik）�

因为 Mn具有常平均曲率�得
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　　　　　　　　　∑
i�j�k
hjjiKn＋1kik＝0� （30）

由（17）式�得
　　　　　　　　　∑

i�j�k
hiihjjKn＋1kn＋1k＝（ nH）2∑k Kn＋1kn＋1k

＝（ nH）2∑
k

1
n－1（－Kii＋Kn＋1n＋1＋ Kn ）

≥（ nH）2（－2nR
n－1＋ K

n－1）� （31）
　　　　　　　　　 tr（H2n＋1）（ trHn＋1）2＝（ nH）2S� （32）
从而有（22）－（32）�有
　　　　　　　　　12ΔS＋34Δ（ nH）2－divω
　　　　　　　　　≥｛（nH）2［－2nR＋2r＋K

n－1 ＋－4nr＋K
n（ n－1） ＋ 1

2 n－1］
　　　　　　　　　＋S ［－2nR＋4nr－K

n－1 － n
2 n－1S－S＋（ nH）

2］｝ （33）
由于 Mn是紧致的�将（33）两端积分�利用 Green散度定理�即得定理1的证明。
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2-Harmonic Compact Space-like Hypersurfaces of a Locally
Symmetric Conformally Flat Lorentzian Mainfold

Wang Xingshang
（College of Mathematics and Computer Science�Anhui Normal University�Wuhu241000�China）

Abstract：In this paper�the author investigated the2-harmonic Compact Space-like Hypersurfaces of a Locally Symmet-
ric Conformally Flat Lorantzian Manifold�we obtain this kind hypersurfaces generalized Simon’s integral inequality．
Key words：locally symmetric；conformally flat；lorantzian manifold；2-harmonic
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