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摘要：研究二组份BEC原子数密度的时间演化规律，研究结果表明原子数密度的长时间的动力学行为表现出与短时间动力

学行为不同的结果，长时间范围内原子数密度演化呈现量子体系特有的崩塌-复苏现象，且在较大的参数变化范围内，体系

的崩塌-复苏特性不会改变。此外，讨论了驱动场Rabi频率、驱动场与原子的耦合强度及BEC二组份初始相对位相差对原

子数密度演化特性的影响规律。
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1924年印度科学家玻色（Bose）将光子作为数量不守恒的粒子成功地导出了普朗克黑体辐射定律。爱

因斯坦（Einstein）将其推广到全同粒子理想气体，并从理论上预言了玻色-爱因斯坦凝聚现象的存在即在

很低的温度下无相互作用的玻色子会在最低能量量子态上突然凝聚达到可观的数量。玻色-爱因斯坦凝

聚体具有奇特性质，通过对它的研究可以发现原子间的相互作用力、外场等对物质凝聚过程及动力学的影

响，这不仅对基础研究有重要意义，而且在原子激光、原子钟、原子芯片技术、精密测量、量子计算机和纳米

技术等领域也有很好的应用前景。早期由于找不到合适的实验体系以及受当时实验技术的限制，玻色-爱

因斯坦凝聚的早期实验研究进展十分缓慢。1995年7月美国科罗拉多大学实验天体物理联合研究所（JI⁃
LA）Wiema小组[1]首先在实验中观察到了 87Rb原子的玻色-爱因斯坦凝聚现象。同年美国的另两个小组分

别在锂（7Li）[2]和钠（23Na）[3]原子蒸汽中实现了原子BEC。2001年度诺贝尔物理学奖分别授予了Eric A. Cor⁃
nell，Wolfgang Ketterle及Carl E. Wieman，以表彰他们在实现弱相互作用玻色气体的玻色-爱因斯坦凝聚实

验方面的开创性工作。2004年国际著名学术刊物《科学》将实现费米子的玻色-爱因斯坦凝聚评为年度国

际科技十大进展之一。当前玻色-爱因斯坦凝聚的理论和实验研究已成为国际物理学界的研究热点之一。

2001年D.S.Hall等[4]对BEC的实验研究发现，外场下二组份BEC中第二组份原子数密度的演化呈现周

期性振荡。中国科学院物理研究所李卫东研究员等[5]的理论研究结果与文献报导的实验结果符合。文献

[5]还研究了二组份BEC的干涉等特性并得到了一些有趣的结果。本文研究驱动场作用下二组份BEC原子

数密度的长时演化规律，深入研究驱动场Rabi频率、驱动场与原子的耦合强度及系统BEC二组份原子初始

相对位相差对原子数密度演化特性的影响规律。结果表明：长时间的动力学行为表现出与短时间动力学

行为不同的结果，即长时间范围内原子数密度演化呈现出量子体系特有的崩塌-复苏现象，且在较大的参

数范围内，体系的崩塌-复苏特性不会改变。

1 物理模型

考虑一个零温度下的二组份BEC系统，该系统的原子间具有弱的非线性相互作用及耦合驱动。实验
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中驱动耦合可由一短的双光子脉冲把原子从一个自旋态转变成另一个自旋态，即通过双光子拉曼过程得
到[6]。二次量子化后，该系统的哈密顿量可写成

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 + Ĥint + Ĥdriv （1）
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式中 i = 1，2 ；ψ +
i ( )x ，ψi( )x 为原子场算符，分别表示在 x 位置产生或湮灭一个原子，二者满足对易关系

[ψi( )x ψ +
j ( )x′ ]= δijδ( )x - x′ ；Ĥ1 ，Ĥ2 描述二组份BEC各自的哈密顿量，Ui( )x = 4πℏ2ai /m（ai , m 分别为各组

份内原子的散射长度及原子的质量）；Ĥint 表示组份间原子的相互作用，Uij( )x = 4πℏ2aij /m（aij = aji 为组份

间原子的散射长度）；Ĥdriv 表示耦合驱动。旋波近似下耦合驱动可由微波及射频频率 ωrf 共同表示，或由

一有效拉比频率 Ω表示[7]。旋波近似后可得到有效的二模玻色子哈密顿量[7-10]
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2 â2 + gΩæ

è
ç

ö
ø
÷â+
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式中：â+
i = dx′φiN ( )x′ ψ +

j ( )x′ 为产生算符，表示产生一个具有 φiN ( )x′ 分布的粒子，且满足 [âi â+
i ]= 1。频率
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耦合常数 q ，g 及 χ 分别定义为
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它们分别描述各组份内原子的相互作用、耦合驱动及不同组份间的原子的相互作用。式中 φ1( )x 为

Gross-Pitaevskii方程的稳态解。
为了获得哈密顿量（5）式的解析本征态，引入以下玻戈留玻夫变换[5]
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( )Â1e

igt + Â2e
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式中：Â1 ，Â2 为缓变算符，它们满足对易关系 [ ]ÂiÂ+
j = δij 。那么哈顿量（5）式可用新的算符表示为

H =HA +H ′ （11）
式中
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N̂ = â+
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1 Â2
2e

-i4gt + Â+2
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由于失谐项 H' 对二组份BEC系统的宏观量子现象的可观测量演化不起关键作用[8]，可忽略。显然，

HA 在Fock空间 ( )Â1Â2 中是对角的，有

HA )|nm =E( )nm )|nm （14）
其本征值为
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|α1α2 及 |u1u 2 表示在Fock空间 ( )â1â2 、( )Â1Â2 定义的相干态，二者关系为
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则 t时刻二组份凝聚体系的振动幅度可精确地写成
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本文计算第二组份凝聚体密度，对应文献[4]中的自旋态 |2 ，可表示为

N2(t)= φ( )t |α+2α2|φ( )t （18）
通过变换（10）式，可得
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*
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iϕ
；ϕ表示BEC二组份的初始相位差。则第二组份BEC的密度可精确地写成
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2
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由（22）式可出见原子数密度 N2( )t 在演化中记忆了初始相位。若初始BEC二组份具有相等的粒子数，

则式（21）简写成

N2( )t = 1
2

N - 1
2

e
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I ( )t ( )N sinωrf t - 2 ||α1α2 sin ϕ cos 2Θ( )t （23）
下面根据式（23）研究原子数密度 N2( )t 随时间的演化规律，并讨论驱动场Rabi频率、驱动场与原子的

耦合强度g及BEC二组份初始位相差的变化对原子数密度随时间演化特性的影响。

2 计算结果与分析

2. 1 驱动场Rabi频率对原子数密度演化特性的影响
图 1 给出了原子数密度 N2( )t 随时间及驱动场 Rabi 频率的演化图，基本参数如下：q = 1 ，g = 0.49 ，

χ = 0.5 ，φ = π/6 ，ωrf = 0.001，t = 1.2 ，Ω = 20~50 。由图1（a）可见，在较短时间范围内原子数密度随着时间

的演化呈现出近似周期性振荡，并似一余弦函数。同时可以看到，驱动场Rabi频率的大小对原子数密度振
荡的周期的影响显著：随着Rabi频率的增大原子数密度演化周期将减小。

现将演化时间延长以考查原子数密度的长时间演化行为。从图1（b）可以看到原子数密度的长时间演
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（a） （b）
图1 原子数密度N2（t）随时间及驱动场Rabi频率的演化关系图

Fig. 1 The time evolution of the atomicity density N2（t）
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化中呈现出量子力学中典型的崩塌-复苏现象。这与短时间的演化行为中Rabi频率显著影响原子数密度

振荡的周期不同，长时间动力学行为中呈现的崩塌-复苏的周期并不受Rabi频率的显著影响。

2. 2 驱动场耦合场强对原子数密度演化特性的影响

现研究驱动场耦合强度 g的变化对原子数密度演化特性的影响，参数如下：q = 1，χ = 0.5 ，φ = π/6 ，

ωrf = 0.001，t = 1.2 ，Ω = 20 ，g = 0~1.0 。从图2（a）可以看到，短时间内原子数密度随时间演化呈现出周期

性变化，且随着g的增大振荡的周期减小。特别当g为0时，原子数密度振荡周期为无穷大，即原子数密度

维持在某一特定值不变。

在长时间的演化中，从图2（b）可以看到不论驱动场与原子的耦合是弱是强，原子数密度的演化均呈现

出典型的崩塌-复苏现象，且崩塌-复苏的周期并不随耦合强度g的变化而显著变化。

2.3 二组份初始相对位相差对原子数密度演化特性的影响

从图3（a）可见（其中 q = 1，χ = 0.5 ，ωrf = 0.001，t = 1.2 ，Ω = 20 ，g = 0~1.0 ，φ = 0~4π），短时间内二组

份初始相对位相差周期性地改变原子数密度的演化。位相差在kπ~kπ + 1/2π（k 为整数）范围振荡的幅度单

调递增，而相差在 ( )k + 1/2 π~( )k + 1 π范围振荡的幅度单调递减。更有趣的是当 ϕ = kπ时，原子数密度不随

时间改变而维持在某一固定值不变。

从图3（b）可见，长时间内体系呈现的崩塌-复苏的幅度的变化规律与短时间振荡变化规律相似。

（a） （b）
图2 原子数密度N2（t）随时间及驱动耦合场强度的演化关系图

Fig.2 The time evolution of the atomicity density N2（t）
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3 总结

本文研究了二组份BEC原子数密度的时间演化规律，研究结果表明原子数密度的长时间的演化特性

与短时间演化特性不同，长时间范围内原子数密度演化呈现量子体系特有的崩塌-复苏现象。由于崩塌-
复苏现象是量子体系特有的现象，它完全取决于体系的量子特性，系统崩塌-复苏性质不显受外场的影

响。故在一定参数范围内原子数密度的演化呈现崩塌-复苏的特性不变。另本文详细讨论了驱动场Rabi
频率、驱动场与原子的耦合强度以及BEC二组份初始相对位相差对原子数密度演化特性的影响规律。
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（a） （b）

图3 原子数密度N2（t）随时间及二组份初始相对位相的演化关系图
Fig.3 The time evolution of the atomicity density N2（t）
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On the Gracefulness of the（r1，r2，…，r4h）-corona of the Cycle C4h

Wu Yuesheng

（School of Basic Science，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：A definition of the ( )r1r2r4h -corona of the cycle C4h is given. The gracefulness of the

( )r1r2r4h -corona of the cycle C4h are discussed. The graceful labelings are given. It also proves that some

special the ( )r1r2r4h -corona of the cycle C4h are alternating graph.

Key words：cycle；corona；graceful graph；alternating graph
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Quantum Dynamics of Two-component Bose-Einstain Condensate
with a Coupling Drive

Liu Zhirong

（School of Basic Sciences，East China Jiaotong University，Nanchang 330013，China）

Abstract：In this paper，the time evolution of the atomicity density of two-component Bose-einstein condensates

（BEC）is studied and it is demonstrated that the evolution of condensate density in long time，which presents a

typical quantum collapse and revival in a complex way，is rather different from that in short time. Furthermore，

quantum collapse of the system and revival characteristic will not change within a fairly wide range of parame-

ters. The influence of the Rabi frequency ，the strength of the coupling drive and the initial value of the relative

phase on the evolution properties of atomicity density are also discussed.

Key words：quantum optics；collapse and revival；two-component Bose-Einstein condensations；long time
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